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用于迭代法潮流计算的改进Jacobi预处理方法

唐 灿1,董树锋1,任雪桂2,尹 璐2,鞠 力2

(1.浙江大学电气工程学院,浙江省杭州市310027;2.北京电力经济技术研究院,北京市100055)

摘要:为提高潮流计算速度,满足实时计算的要求,线性方程组迭代法被用于电力系统潮流计算。
但是当系数矩阵谱分布较为分散时,迭代法求解线性方程组存在收敛速度慢甚至不收敛等问题,为
了解决这个问题,需对系数矩阵进行预处理。首先,分析电力系统潮流计算时Jacobi矩阵的特点,
对其按PV,PQ 节点进行分块处理,找出其中数值上较大的元素作为预处理子。然后,将预处理子

的逆矩阵分别与系数矩阵A 和常量项b 相乘,将原线性方程组转换为新的更容易求解的等价线性

方程组,大幅提高了潮流计算中线性方程组求解的速度。实验表明,该方法能有效解决大规模电网

潮流求解问题。
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0 引言

牛顿—拉夫逊法是常见的电力系统交流潮流计

算方法之一。这一方法需要多次迭代运算,每一次

迭代过程中都需要求解线性方程组。当方程组的规

模较大时,求解方程组非常耗时,潮流计算的效率受

到较大影响。
直接法[1]和迭代法[2-5]是求解线性方程组的两

类方法。其中直接法主要利用矩阵分解技术求解,
例如LU分解法等,虽然直接法能通过有限步骤算

出精确解,但计算复杂度较高,且计算过程不利于并

行处理,不适合求解大规模的线性方程组。相较于

直接法,迭代法易于并行计算,在求解大规模线性方

程组 时 具 有 明 显 的 优 势[6]。随 着 图 形 处 理 器

(GPU)的飞速发展,中央处理器(CPU)与GPU异

构协同的计算体系使得串行计算与并行计算协调运

作,显著提高了计算能力[7-10],因此可以考虑利用这

一计算体系实现迭代法的潮流计算方法。
但是,迭代法也有不足,相比于直接法具有不稳

定性。迭代法的收敛速度与系数矩阵的条件数和谱

分布紧密相关,当谱分布较为分散时,迭代法的收敛

速度明显降低甚至会发生不收敛的情况。为保证迭

代法线性方程组求解时的稳定性,提高求解速度,需
要将原方程组转换为等价的、易于求解的线性方程

组。针对这一问题,通常采用预处理技术,即通过对

系数矩阵进行预处理,改善系数矩阵的谱分布,使其

分布地更为集中,从而提高迭代法的稳定性及收敛

速度。
在进行预处理时,往往存在预处理效果与预处

理时间的矛盾,要想取得较好的预处理效果往往需

要耗费更多时间。本文提出了一种适合于超大规模

电力系统潮流计算中Jacobi矩阵的预处理方法,这
一方法基于适于并行的Jacobi预处理法,并充分利

用Jacobi矩阵自身特点对传统预处理方法进行改

进。并行求解其预处理子,不仅拥有高效的求解速

度,同时拥有超过其他轻量级预处理子的效果。经

算例测试,所提的预处理方法能有效集中谱分布,改
善条件数,提高方程组求解速度。

1 Krylov子空间迭代法的预处理

Krylov子空间迭代法是一种高效求解大型稀

疏线性方程组的有效方法[11-13]。利用 Krylov子空

间迭代法求解线性方程组时,其收敛速度取决于其

谱分布[14-15]。谱分布越集中,其收敛速度越快。
为了提高收敛速度,可以对系数矩阵进行预处

理。一般来说,预处理包括以下三种形式。
M -1Ax=M -1b (1)

AM -1y=b
x=M -1y{ (2)

M -1
1 AM -1

2 y=M -1
1 b

x=M -1
2 y

M=M1M2

ì

î

í

ïï

ïï

(3)

式中:A 为线性方程组的系数矩阵;b 为常数项;x
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为待求向量;y 为中间向量;M 为预处理子,M1 和

M2 由预处理子分解得到。
式(1)中分别对Ax 和b左乘M -1,然后求解新

的线性方程组,其结果与原方程的解相等;式(2)中
对A 右乘M -1y,可看作是AM -1(Mx)=b,求解得

到Mx,对结果左乘 M -1即可得到与原方程相同的

解;式(3)是式(1)和式(2)的结合,同样可以得到与

原方程同样的解。对于本文所选取的预处理子 M,
既可以使用式(1)与式(2)进行预处理,也可以将 M
分解为M1M2,并采用式(3)进行预处理。

预处理子的选择除了应当使得处理后的方程组

更易求解外,也要注意保证原系数矩阵的稀疏性,尽
可能控制非零元注入的数量。此外,所选的预处理

子的构造过程的计算开销应尽可能低。
常用 的 预 处 理 方 法 包 括 不 完 全 分 解 预 处

理[16-21]、近似逆预处理[22-23]和多项式预处理[24-26]

等。不完全分解方法的实现过程难以并行,不适用

于系数矩阵规模较大的情形;近似逆预处理容易破

坏稀疏矩阵逆矩阵的稀疏性;多项式预处理方法虽

具有自然可并行性,但是这一方法得到的预处理子

的预处理效果较差。
在实际计算中,Jacobi预处理法是较为常用的

预处理方法。Jacobi预处理法直接取矩阵的对角元

作为预处理子,其主要优势在于其预处理的速度非

常快,缺点是仅适用于对角元占主导的矩阵。电力

系统的潮流计算的Jacobi矩阵是一种类对角元占

主导的矩阵,采用Jacobi预处理法能够在一定程度

上提高潮流计算的速度。但是,潮流计算的Jacobi
矩阵并非真正意义上的对角元占主导的矩阵,为了

进一步提高预处理的效果,本文基于适于并行的

Jacobi预处理,充分利用Jacobi矩阵自身特点,设计

了新的预处理子。

2 改进Jacobi预处理方法

在潮流计算中,极坐标表示的节点功率方程

为[27]:

 
Pi-Ui∑

n

j=1
Uj(Gijcosδij+Bijsinδij)=0

Qi-Ui∑
n

j=1
Uj(Gijsinδij-Bijcosδij)=0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(4)

式中:Pi 和Qi 分别为节点i注入的有功功率和无

功功率;Ui 和Uj 分别为节点i和节点j的电压幅

值;δij为节点i和j的相角差;Gij和Bij分别为节点

i和节点j间的互电导与互电纳。
由此可得到描述电力系统的非线性方程。根据

牛顿—拉夫逊算法,线性化潮流方程可以得到修正

方程组[27]为:
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式中:ΔP 和ΔQ 分别为节点实际注入功率与迭代过

程中值 的 差 额;H,N,J,L 分 别 为 迭 代 过 程 中

Jacobi矩阵的4个子矩阵;ΔV 和Δθ 为相邻两次迭

代中电压幅值与相角之间的差值。其中,H 为n-1
阶方阵;N 为(n-1)×(n-1-r)阶矩阵;J 为(n-
1-r)×(n-1)阶矩阵;L 为n-1-r阶方阵。H,
N,J,L 这4个子矩阵都可以通过补充若干全零元

素组成的行和列得到n阶方阵。
若系统的节点数为n,其中PV 节点数为r,则

修正方程组的系数矩阵为n-r-1阶的结构对称

矩阵。
Jacobi矩阵中各元素的计算表达式为[27]:

Hii=0- ∑
j∈i,j≠i

Hij (6)

Nii= ∑
j∈i,j≠i

Nij-2V2
iGii (7)

Jii=0- ∑
j∈i,j≠i

Jij (8)

Lii= ∑
j∈i,j≠i

Lij+2V2
iBii (9)

式中:Hii=∂ΔPi/∂θi,Hij=∂ΔPi/∂θj,Nii=∂ΔPi/
∂Vi,Nij=∂ΔPi/∂Vj,Jii=∂ΔQi/∂θi,Jij=∂ΔQi/
∂θj,Lii=∂ΔQi/∂Vi,Lij=∂ΔQi/∂Vj;i和j分别为

系统的节点编号,而不表示元素在矩阵中的行列号。
由式(6)至式(9)可知,Hii,Nii,Jii,Lii分别在

H,N,J,L 这4个子矩阵中占优。因此,利用这些

元素,可以构造预处理子。即

M -1=
A B
C D
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

-1

(10)

取H,N,J,L 中占主导的元素,分别得到Aij,
Bij,Cij,Dij并满足式(11)至式(14)。即

Aij=
Hij  i=j
0 i≠j{ (11)

Bij=
Nij  i=j
0 i≠j{ (12)

Cij=
Jij  i=j
0 i≠j{ (13)

Dij=
Lij  i=j
0 i≠j{ (14)

预处理子M 具有以下性质。
1)M 为高度稀疏矩阵,其子矩阵A,B,C,D 每

行的非零元和每列的非零元数量均不超过1个。同

时,A 和D 为(n-1)×(n-1)阶对角矩阵,BT 和C

2

2018,42() ·学术研究·



地质制版 \\Dz02\D\倪超\电力系统自动化\唐 灿 2校样 排版:倪超 时间 2018年1月24
□章节序号 □公式序号 □图序 □表序 □参考文献顺序引用 □附录引语核查

http://www.aeps-info.com

为(n-1-r)×(n-1)阶矩阵,且非零元的位置相

同。
2)对 M 进行求逆无非零元注入,证明过程如

下。
令

M -1=
A B
C D
é
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ù
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则

MM -1=
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当H,L,H-NL-1J,L-JH-1N 都可逆时,

解得:
X1=(A-BD-1C)-1

X2=-A-1B(D-CA-1B)-1

X3=-D-1C(A-BD-1C)-1

X4=(D-CA-1B)-1

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(17)

以M -1的子矩阵X1 为例。由于D 为n-1阶

对角矩阵,而BT 和C 为(n-1-r)×(n-1)阶矩

阵,且具有相同的非零元素分布,故BD-1C 为对角

矩阵。则X1=(A-BD-1C)-1与A 同为(n-1)×
(n-1)阶对角矩阵。同理,X2,X3,X4 分别与子矩

阵B,C,D 具有相同的非零元位置。故 M -1不引入

任何非零元注入。
在计算方面,由于A,D,A-BD-1C,D-CA-1

B 均为对角矩阵,B 与C 的非零元位置互为转置且

每行至多只有一个非零元。可以采用特殊的方法快

速求解:①稀疏矩阵求逆时,只需对每个对角元分别

求逆;②稀疏矩阵相乘时,将其中一个矩阵转置,转
置后矩阵的非零元与另一个矩阵中对应的非零元分

别相乘即可。这一过程具有自然可并行性,可以利

用GPU通用计算加速实现。

3 算例分析

3.1 Jacobi矩阵谱分布的改善效果分析

为验证本文所提出的预处理方法能够有效改善

系数矩阵的谱分布,选取IEEE标准系统和PSS/E
软件自带的BENCH算例测试,对比不同预处理方

法下在预处理前后的特征值分布。由表1可知,利
用本文方法进行预处理后,各算例谱分布集中于0
~2之间,相比较于优化前有明显改善。Jacobi预

处理也能改善矩阵谱分布,但效果不如本方法。
由图1可知,IEEE39,IEEE118,IEEE300算

例和BENCH算例经预处理后,特征值分布变得集

中。相比于Jacobi预处理,本文所提方法效果更为

显著,尤其是虚轴方向上的特征值分布,处理后的最

大特征值的虚部约为0。

表1 预处理前后Jacobi矩阵最大特征值
Table1 MaximumeigenvalueofJacobimatrix

beforeandafterpre-treatment
算例 优化前 Jacobi预处理 本方法

IEEE300 -4434.50+600.05i 1.85+2.23i 1.99
IEEE118 -574.04 1.89+0.40i 1.96
IEEE57 -118.60+76.80i 1.94+2.05i 1.98
IEEE39 -1022.90+76.70i 1.94+0.15i 1.96
IEEE30 -102.95+28.50i 1.87+0.93i 1.90

图1 预处理前后Jacobi矩阵特征值分布
Fig.1 DistributionofeigenvalueofJacobimatrix

beforeandafterpreconditioned

3.2 M -1与A-1的近似程度

为了比较采用上述方法求取预处理子时A-1和

M -1的近似程度,选取‖Err‖F/n2,‖Err‖1/n,
max(Err)作为参考标准。其中Err为误差矩阵,等
于A-1和 M -1差值的绝对值;‖Err‖F 为 Err的

3
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Frobenius 范 数,‖Err ‖1 为 Err 的 1-范 数。
‖Err‖F/n2 为A-1与 M -1每个元素的平均偏差,
‖Err‖1/n为A-1与M -1每行平均值的最大偏差,
max(Err)为A-1与M -1每个元素之间的最大差值。
表2统计了用不同算例时,A-1和M -1的近似程度。

表2 预处理后A-1和M-1的近似程度
Table2 DegreeofapproximationofA-1andM-1

afterpre-treatment

算例
‖Err‖F
n2

‖Err‖1
n

max(Err)

BENCH 7.345×10-6 0.04091 0.8799
IEEE300 9.525×10-5 0.05650 1.9060
IEEE118 2.074×10-4 0.04653 0.2709
IEEE39 1.242×10-3 0.10800 0.2509

从表2的结果可以看出,采用该方法进行预处

理后,M -1和A-1在数值上十分接近;从‖Err‖F/

n2 的值可以看出,预处理后每个元素的平均偏差小

于0.001;从‖Err‖1/n可以看出,预处理后每行平

均值最大偏差小于0.1;从max(Err)可以看出,预处

理后对应元素之间差额小于1.96。由此可见,该预

处理方法拥有较好的效果。
3.3 预处理方法的有效性验证

为了进一步验证本文提出的预处理方法的有效

性,选取多个算例测试预处理方法对迭代法迭代次

数的影响。其中,IEEE8971算例由30个完全相同

的IEEE300系统拼接平衡节点得到。迭代法采用

了稳定化的双共轭梯度(BiCGSTAB)法、双共轭梯

度(BiCG)法、共轭梯度平方(CGS)法、最小残差法

共准(QMR)这4种常用的 Krylov子空间迭代法。
表3对比了无预处理、Jacobi预处理和本文预处理

3种情形下求解线性方程组所需的平均迭代次数。
其中,迭代法的计算精度取0.001。

从表3可以看出,将本文的预处理方法应用于

不同的迭代法进行线性方程组求解均可以大幅减少

迭代次数,从而减少计算时间。当系统规模较大时,
如BENCH迭代法,预处理效果更加明显,能够减少

90%以上的迭代次数。相比较于常见的Jacobi预

处理方法,具有显著的优势。
采用预处理时能够减少潮流计算中求解线性方

程组时的迭代次数与迭代时间,但预处理过程本身

需要占据时间。为了权衡预处理方法本身计算的耗

时和提升迭代收敛性带来的计算效率提升之间的关

系,同时考虑到ILU0预处理子也是商业软件常用

的预处理方法,表4统计了本文方法、Jacobi预处理

方法和ILU0预处理方法应用于计算潮流时所需要

的预处理时间及总时间。计算采用的CPU型号为

Inteli7-4710MQ,主频为2.5GHz,内存为16GB,
线性方 程 组 求 解 部 分 采 用 CULA 计 算 包 中 的

BiCGSTAB 方 法 求 解,采 用 的 显 卡 为 NVDIA
GTX860M。其中IEEE8971算例和IEEE1496算

例由多个IEEE300算例系统拼接平衡节点得到。

表3 预处理与无预处理时潮流计算中求解
线性方程组时的迭代次数

Table3 Iterationsofsolvinglinearequationswhen
doingpowerflowcalculation

算例
节点
数

迭代法
无预
处理

Jacobi预
处理

本文
预处理

IEEE8971 8971

BiCGSTAB  860.1 147.5 81.5
BiCG 664.0 186.2 126.3
CGS 605.3 176.8 115.4
QMR 619.7 177.4 122.1

BENCH 1648

BiCGSTAB 1703.5 525.0 244.0
BiCG 2130.0 610.0 347.0
CGS 2446.5 527.5 337.0
QMR 2134.0 633.5 348.0

IEEE300  300

BiCGSTAB  678.5 152.5 81.5
BiCG 616.0 187.0 126.0
CGS 592.0 174.0 115.0
QMR 619.0 176.0 122.0

IEEE118  118

BiCGSTAB  71.5 47.5 36.0
BiCG 110.0 73.0 54.0
CGS 107.0 66.0 49.0
QMR 113.0 70.0 53.0

IEEE57  57

BiCGSTAB  74.5 60.5 37.0
BiCG 125.0 78.0 56.0
CGS 104.0 72.0 43.0
QMR 124.0 77.0 53.0

由表4可以看出,采用本文方法的预处理方法

可以大大减少线性方程组的求解时间,并增加求解

的稳定性。在以上算例中,Jacobi预处理子耗时均

小于1ms,可以忽略不计;ILU0预处理子耗时相对

较大,占总耗时的6.6%~16%;本文方法耗时介于

二者之间,小于总耗时的3%。从总耗时来看本方

法远好于Jacobi预处理子,与ILU0预处理子耗时

接近。
3.4 算法总体效率测试

本文的预处理方法能够有效地加速潮流计算,
本文选取了CULA软件包进行对比测试。在采用

CULA软件包进行潮流计算线性方程组求解时,很
多求解器与预处理子的组合都不能有效地收敛,其
中较为稳定的组合是BiCGSTAB求解器与ILU0
预处理子或Jacobi预处理子,但是由于ILU0预处

理 子 速 度 更 快,于 是 CULA 的 数 据 采 用 了

BiCGSTAB+ILU0进行计算。具体数据见附录 A
表A1。本文提出的预处理方法应用于潮流计算,总
体性能优于CULA软件包,能够满足在线计算的要
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求。

表4 不同预处理方法下进行潮流计算时求解
线性方程组耗时

Table4 Timeofsolvinglinearequationswhendoingpower
flowcalculationwithdifferentpre-treatmentmethods

算例 节点数 预处理法
平均预处
理耗时/ms

平均总耗
时/ms

IEEE8971 8971

无预处理 0 4140.0
Jacobi <1 394.2
ILU0 12 106.6

本文方法 3 117.0

BENCH 1648

无预处理 0 1719.0
Jacobi <1 412.0
ILU0 12 180.0

本文方法 3 130.0

IEEE1496 1496

无预处理 0 不收敛

Jacobi <1  296.0
ILU0 13 90.0

本文方法 <1 77.0

IEEE300 300

无预处理 0 3641.2
Jacobi <1 179.3
ILU0 8 71.7

本文方法 <1 97.5

IEEE118 118

无预处理 0  95.0
Jacobi <1 60.0
ILU0 9 54.0

本文方法 <1 47.0

IEEE57 57

无预处理 0  129.0
Jacobi <1 74.5
ILU0 8 60.7

本文方法 <1 31.0

4 结语

本文提出了一种用于迭代法潮流计算的改进

Jacobi预处理方法。经算例测试表明,所提的预处

理方法构建预处理子速度快,同时能够有效地集中

特征值分布、改善条件数、显著减少迭代次数,满足

大规模电网在线潮流计算的需求,具有工程应用的

潜力和价值。
由于本方法基于牛顿—拉夫逊法潮流计算中的

Jacobi矩阵的特性来构建预处理子,尚无法直接应

用于其他的电力系统计算,在今后的研究中,应当考

虑在其他领域的应用。另一方面,改进Jacobi预处

理法预处理后的系数矩阵仍有优化空间,可考虑多

个预处理子结合的多步预处理,进一步加速Krylov
子空间法的收敛速度。

附录 见 本 刊 网 络 版(http://www.aeps-info.
com/aeps/ch/index.aspx)。
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ImprovedJacobiPre-processingMethodforSolvingIterativePowerFlowCalculation

TANGCan1 DONGShufeng1 RENXuegui2 YINLu2 JULi2
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Abstract Inordertoimprovethespeedofpowerflowcalculationandmeettherequirementofreal-timecalculation the
iterativemethodsforlinearequationsareappliedtothepowerflowcalculation However whenthespectraldistributionofthe
coefficientmatrixisrelativelyscattered thespeedofiterativemethodissloworevennotconvergent Thecoefficientmatrixis
neededtobepre-processedtosolvetheproblemsmentionedabove Firstly thecharacteristicofJacobimatrixinthepower
flowcalculationisanalyzedandsegmentallyprocessedbasedonthePVandPQnodes Thebiggernumbersarefoundandactas
preconditioners Then theinversematrixofthepreconditionersismultipliedbythecoefficientmatrixAandtheconstantitem
b andtheoriginallinearsystemistransformedintoanewequivalentlinearsystemwhichcanbeeasilysolved Thespeedof
solvinglinearequationsinpowerflowcalculationishighlyimproved Thesimulationresultshowsthatthealgorithmcansolve
thepowerflowequationsefficiently 

Keywords powerflowcalculation sparselinearequations pre-treatment sparsematrix generalcalculationofgraphicspro-
cessor
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