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基于集合论估计的电网状态辨识
（三）基于优化模型的求解方法
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摘要：求解变量的限值问题，最直观的方式为建立以待求变量为目标函数、以约束条件为可行域的
优化模型，通过求解极大化和极小化问题，分别得到该变量的上限值和下限值。基于优化模型的求
解方法的优点在于可综合考虑所有的约束，所得结果保守性较小，甚至不存在保守性。首先简要介
绍了求解状态变量限值和量测变量限值的优化模型。然而由于该优化模型为非凸模型，而对于非
凸优化模型，无法得到其全局最优解，为解决该问题，继而建立了求解量测变量限值的锥优化模型。
算例表明，该模型既保证了结果的可信性，也提高了求解效率。
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０　引言

系列文章第２篇［１］具体讲述了在量测误差有界
情况下状态辨识的求解思路之一：基于区间约束传
播的方法。这一方法计算效率高，结果具有可信性，
但存在一定的保守性。
本文将介绍针对量测误差有界情况下状态辨识

的另一种求解思路：基于优化模型的求解方法。依
据系列文章第１篇［２］中状态辨识模型，可分别建立
求解状态变量限值和量测变量限值的优化模型。由
于量测方程和潮流方程是非线性的，该优化模型为
非凸模型。对于非凸优化模型，无法得到其全局最
优解，从而导致结果是不可信的。为解决该问题，本
文继而通过模型变换和放宽可行域，建立求解量测
变量限值的锥优化模型。锥优化模型是一种特殊形
式的凸优化模型，可求解全局最优解，从而保证了结
果的可信性，同时相比于非凸优化模型，其计算效率
也得到提高。
文献［３］提出了基于锥优化模型来求解状态区

间的基本思路。本文在此基础上，对非凸优化模型
和锥规划模型在可信性、计算效率、保守性等方面进
行了综合分析，并在算例测试中，对非凸优化模型、
锥规划模型、区间约束传播［１］、改进区间约束传播［１］

等进行了比较，以期得到不同应用场景下的不同解
决方案。

１　非凸优化模型

首先考虑求解状态变量限值的问题。将求解状
态变量的下限值向量ｘ－和上限值向量ｘ＋的问题

拆分为分别针对状态变量的任一分量ｘｉ，求解其下
限值ｘ－

ｉ 和上限值ｘ＋
ｉ 的问题。根据状态可信辨识

模型［２］，建立优化模型为：
ｘ－
ｉ ＝ｍｉｎ　ｘｉ 或ｘ＋

ｉ ＝ｍａｘ　ｘｉ
ｓ．ｔ．　ｚ＝ｈ（ｘ）

ｇ（ｘ）＝０
ｌ（ｘ）≥０
Ｚ－ｅ＋≤ｚ≤Ｚ－ｅ－

烅

烄

烆

（１）

式中：ｚ为量测变量；Ｚ为量测值向量；ｅ＋和ｅ－分别
为误差向量上、下限。
该模型在综合考虑量测误差界约束、零注入节

点的潮流约束和电力中设备运行的限值约束的基础

上，求解变量ｘｉ 的极小值和极大值［４－６］。
同理，可建立求解量测变量ｚｉ 的下限值ｚ－

ｉ 和

上限值ｚ＋
ｉ 的优化模型为：

ｚ－
ｉ ＝ｍｉｎ　ｚｉ 或ｚ＋

ｉ ＝ｍａｘ　ｚｉ
ｓ．ｔ．　ｚ＝ｈ（ｘ）

ｇ（ｘ）＝０
ｌ（ｘ）≥０
Ｚ－ｅ＋≤ｚ≤Ｚ－ｅ－

烅

烄

烆

（２）
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以式（１）为例，对采用非凸优化模型求解限值的
方法进行讨论。
１）假设计算得到的极小值为ｘ⌒－ｉ ，若ｘ⌒－ｉ 不是该
问题的全局最优解，则存在某一可行解ｘ～，使得
ｘ～ｉ＜ｘ⌒－ｉ ，此时ｘ～［ｘ⌒－，ｘ⌒＋］。从而说明如果无法
求得全局最优解，将存在解的遗漏，使得结果的可信
性得不到保证。然而，对于非凸优化模型，求解其全
局最优解是十分困难的。
２）对于任意ｘｉ∈［ｘ⌒－ｉ ，ｘ⌒＋ｉ ］，均存在某一可行解

ｘ～，使得ｘ～ｉ＝ｘｉ，说明区间［ｘ⌒－，ｘ⌒＋］不存在保守性
（不考虑区间包裹效应带来的保守性）。

３）若系统中存在ｎ个节点，则ｘ∈Ｒ２ｎ－１，即求
解４ｎ－２个优化问题，以得到最终的状态区间；若
系统中存在ｍ 个测点，则需求解２ｍ 个优化问题，
以得到最终的量测区间。由于非凸优化问题的收敛
性与初值选取有关，在某些场景下，存在迭代次数较
多的情况，因此该方法的计算耗时较大，计算效率较
低。
综上所述，基于非凸优化模型得到的状态区间

和量测区间不存在保守性，相反，结果是激进的，不
具有可信性，且计算效率较低。

２　锥优化模型

针对非凸优化模型存在的问题，本节通过模型
变换［３，７－８］及放宽可行域的方式来建立该问题的锥优

化模型。
对于节点ｉ，首先定义变量Ｕｉ＝Ｖ２ｉ，对于支路

ｉｊ（连接节点ｉ与节点ｊ的支路），定义变量Ｒｉｊ＝
ＶｉＶｊｃｏｓθｉｊ，Ｉｉｊ＝ＶｉＶｊｓｉｎθｉｊ，则量测方程为：

Ｖ２ｉ＝Ｕｉ （３）

Ｐｉｊ＝（ｇｉｊ＋ｇｓｈｉｊ）Ｕｉ－ｇｉｊＲｉｊ－ｂｉｊＩｉｊ （４）

Ｑｉｊ＝－（ｂｉｊ＋ｂｓｈｉｊ）Ｕｉ＋ｂｉｊＲｉｊ－ｇｉｊＩｉｊ （５）

Ｐｉ＝Ｕｉ∑
ｊ∈Ｉ

（ｇｉｊ＋ｇｓｈｉｊ）－∑
ｊ∈Ｉ

（ｇｉｊＲｉｊ＋ｂｉｊＩｉｊ） （６）

Ｑｉ＝－Ｕｉ∑
ｊ∈Ｉ

（ｂｉｊ＋ｂｓｈｉｊ）＋∑
ｊ∈Ｉ

（ｂｉｊＲｉｊ－ｇｉｊＩｉｊ）（７）

上述变量的具体含义见文献［１］。其中电压幅
值量测Ｖｉ 被替换为电压幅值的平方Ｖ２ｉ，作为电压
幅值的虚拟量测。从式（３）至式（７）可以看出，在新
变量下，量测方程均被表示为线性方程的形式。同
理，潮流方程也可表示为线性方程的形式。此外，变
量之间存在约束关系：

ＵｉＵｊ＝Ｒ２ｉｊ＋Ｉ２ｉｊ （８）
如果将形如式（８）的约束加入优化模型中，则优

化模型将变为非凸模型。为此，将该约束放宽，转化
为锥约束：

ＵｉＵｊ≥Ｒ２ｉｊ＋Ｉ２ｉｊ
Ｒｉｊ≥０｛ （９）

综合量测方程（式（３）至式（７））、潮流方程（与量
测方程具有相同的形式）和锥约束（式（９）），可建立
如下的优化模型，以求解量测量的上限值和下限值。

ｍｉｎρ（Ｕ，Ｒ，Ｉ）或ｍａｘρ（Ｕ，Ｒ，Ｉ）
ｓ．ｔ．　ｚ＝ｈ（Ｕ，Ｒ，Ｉ）

ｇ（Ｕ，Ｒ，Ｉ）＝０
ｌ（Ｕ，Ｒ，Ｉ）≥０
Ｚ－ｅ＋≤ｚ≤Ｚ－ｅ－

ＵｉＵｊ≥Ｒ２ｉｊ＋Ｉ２ｉｊ
Ｒｉｊ≥０

烅

烄

烆

（１０）

式中：ｈ（Ｕ，Ｒ，Ｉ）为由式（３）至式（７）表征的线性量
测方程；ｇ（Ｕ，Ｒ，Ｉ）为零注入节点的线性潮流方程；
ｌ（Ｕ，Ｒ，Ｉ）为物理限值约束，不失一般性，假设限值
约束均可表示为新变量的线性组合形式；ρ（Ｕ，Ｒ，Ｉ）
为待求的量测量，其具体形式为线性量测方程。
采用优化模型（式（１０））来求解状态辨识问题，

其特点如下。
１）式（１０）为锥优化模型，由于锥优化是一种特
殊形式的凸优化［９－１０］，因此可高效求解其全局最优
解，从而保证了结果的可信性。
２）由于状态变量ｘ无法表示为新变量Ｕ，Ｒ，Ｉ
的线性组合形式，因此ｘ不能直接作为式（１０）的目
标函数，即该模型无法直接求解状态变量的限值，而
只能求解量测变量的限值。解决该问题的思路为：
先利用式（１０）求解量测变量ｚ的限值并形成区间向
量［ｚ］，然后以［ｚ］作为初始区间，状态变量的初始
区间［ｘ］根据运行经验选取，并采用基于区间约束
传播的方法［１，１１］，将状态辨识问题写成约束满足问
题的一般形式，通过区间收缩，消除变量域中不满足
约束集的变量值，直到满足终止条件，求出状态变量
ｘ的区间［ｘ］。

３）为建立式（１０），引入了新变量Ｕ，Ｒ，Ｉ，并放
宽等式约束（式（８））至锥约束（式（９））。考察在未放
宽式（８）情况下的模型变换。为保证转换前后的模
型等价，变换过程中增加的等式约束个数，必须等于
增加的独立变量个数。假设系统的节点数为ｎ，支
路数为ｌ，则新变量的数量为ｎ＋２ｌ，相比原始的
２ｎ－１个状态变量，增加了 ２ｌ－ｎ＋１ 个变量。
式（８）的个数为ｌ，新增变量和新增约束的差值为
ｌ－ｎ＋１。对于辐射网，满足ｌ＝ｎ－１，此时新增变
量个数和新增约束个数一致，两者等价。对于环网，
ｌ＞ｎ－１，此时新增变量数大于新增约束数，说明并
非等价变换，相比于变换前，变换后的模型放宽了可
行域。具体而言，变换后的模型未考虑回路中相角
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之和为零的约束。
综上，式（１０）一方面未考虑回路中相角之和为

零的约束，放宽了环网系统的可行域；另一方面放宽
了式（８）。放宽可行域，将导致所求结果的上限值大
于实际的上限值，而结果的下限值小于实际的下限
值，即结果存在保守性。
４）已有研究表明［９］，锥优化的求解复杂度和线
性规划一致，因此相比非凸优化模型，可有效提高计
算效率，但仍需求解多个优化问题。需要说明的是，
多次求解优化问题时，各个优化问题是相互独立的，
不存在同步的问题，因此可采用并行或分布式的方
法进行求解，以提高计算效率。
综上所述，基于锥优化模型仅能得到量测区间，

结果具有可信性，也存在一定的保守性，相比非凸优
化模型，计算效率有所提高。

３　算例分析

本节将从结果可信性、结果保守性和计算效率
三个方面来对比分析前述两种求解方法和由系列文

章第２篇［１］提出的两种基于区间约束传播求解方法
的性能，分别简记为：ＯＰＴ（基于非凸优化模型的求
解方法）、ＣＯＮＩＣ（基于锥优化模型的求解方法）、
ＩＣＰ（基于常规区间约束传播的求解方法）和
ＩＣＰ＋＋（基于改进区间约束传播的求解方法）。
对标准测试系统，通过在潮流结果的基础上添

加幅值为２％的均匀分布的误差，形成量测数据。
相应地，量测误差的界设定为［－０．０２ｚｔ，０．０２ｚｔ］，其
中ｚｔ为潮流解。
对于基于优化模型的求解方法，采用原始对偶

内点法求解相应的优化模型，收敛精度为１０－５。其
中，对于非凸优化模型，以平启动的方式设置状态初
值；对于锥优化模型，其结果与初值无关，但在得到
量测变量的区间后，需通过区间约束传播方法得到
状态变量的区间。对于基于区间分析的求解方法，
量测变量的初始区间根据量测误差的界值设定为

［Ｚ－０．０２｜ｚｔ｜，Ｚ＋０．０２｜ｚｔ｜］。状态变量中节点电
压幅值的初始区间设定为［０．５，１．５］（标幺值），节点
电压相角的初始区间设定为［－π，π］。区间约束传
播的收敛精度为１０－５。
３．１　结果可信性测试
如系列文章第２篇［１］所述，结果可信性是指结

果应包含所有满足约束条件的解，以确保该结果包
含系统的真实状态。用系列文章第２篇［１］中的测试
结果可信性的方式对 ＯＰＴ和ＣＯＮＩＣ两种方法进
行测试。测试发现：对于ＣＯＮＩＣ，其结果是可信的，
而对于ＯＰＴ，存在３个测试样本，其状态区间是不

可信的，存在８３０个测试样本，其量测区间是不可信
的，占样本总量的４１．５％。具体地，图１给出了在量
测区间不可信的测试样本中不可信量测变量个数的

统计结果。所有样本中，不可信量测变量的数量最
多为７个，不可信量测变量的数量为３个的样本数
为３００个，数量最多。包含多个不可信量测变量（数
量大于等于２）的样本数为５４３个，占含不可信量测
变量的样本总量的６５．４％。

图１　ＯＰＴ中量测不可信的样本统计
Ｆｉｇ．１　Ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｆ　ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ　ｗｈｉｃｈ　ｉｓ

ｎｏｔ　ｃｒｅｄｉｂｌｅ　ｉｎ　ＯＰＴ

从测试结果可知：ＯＰＴ不能保证结果的可信
性，而ＣＯＮＩＣ可得到可信的结果。与前文理论分
析的结果一致。

３．２　结果保守性测试
本节与系列文章第２篇［１］中评价方法的结果保

守性采用相同的指标。对于ＩＥＥＥ　１４节点系统，四
种方法得到的节点电压幅值的下限值和上限值见附

录Ａ图 Ａ１、图Ａ２，从图中可以看出，ＯＰＴ得到的
下限值最大、上限值最小，相反，ＩＣＰ得到的下限值
最小、上限值最大，ＣＯＮＩＣ和ＩＣＰ＋＋得到的下限
值和上限值介于前两者之间。因此，对于节点电压
幅值，四种方法的保守性从高到低依次为ＩＣＰ，

ＩＣＰ＋＋，ＣＯＮＩＣ，ＯＰＴ。
附录Ａ图Ａ３、图Ａ４分别给出了四种方法得到

的节点电压相角的下限值和上限值，与节点电压幅
值类似，四种方法的保守性从高到低依次为ＩＣＰ，

ＩＣＰ＋＋，ＣＯＮＩＣ，ＯＰＴ。
综上所述，对于状态区间，四种方法的保守性从

高到低依次为ＩＣＰ，ＩＣＰ＋＋，ＣＯＮＩＣ，ＯＰＴ。此外，

ＩＣＰ＋＋，ＣＯＮＩＣ，ＯＰＴ三种方法得到的结果非常
接近，说明锥优化模型中放大可行域的处理方式对
结果的影响较小。需要说明的是，虽然 ＯＰＴ的保
守性最小，但其结果并不具有可信性，此处仅作为其
他三种方法的参考。
图２、图３分别给出了四种方法得到的节点电
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压幅值区间和节点电压相角区间的三种形式的宽

度。ＣＯＮＩＣ得到的电压幅值的平均宽度为０．３％，
小于无功电压控制系统的控制死区０．５％。ＣＯＮＩＣ
得到的电压相角的平均宽度则为０．２９４°，而相量量
测中电压相角的量测精度在某些情况下仅为０．５°。
因此，ＣＯＮＩＣ得到的结果虽然存在一定保守性，但
满足实际应用的要求。

图２　ＩＥＥＥ　１４节点系统中节点电压幅值区间的宽度
Ｆｉｇ．２　Ｗｉｄｔｈ　ｏｆ　ｂｕｓ　ｖｏｌｔａｇｅ　ａｍｐｌｉｔｕｄｅ　ｉｎｔｅｒｖａｌ　ｉｎ

ＩＥＥＥ　１４－ｂｕｓ　ｓｙｓｔｅｍ

图３　ＩＥＥＥ　１４节点系统中节点电压相角区间的宽度
Ｆｉｇ．３　Ｗｉｄｔｈ　ｏｆ　ｂｕｓ　ｖｏｌｔａｇｅ　ｐｈａｓｅ　ａｎｇｌｅ　ｉｎｔｅｒｖａｌ　ｉｎ

ＩＥＥＥ　１４－ｂｕｓ　ｓｙｓｔｅｍ

对于量测区间，四种方法的保守性从高到低依
次为ＩＣＰ，ＩＣＰ＋＋，ＣＯＮＩＣ，ＯＰＴ，与状态区间对应
的保守性趋势一致，如图４所示。

图４　ＩＥＥＥ　１４节点系统中不同类型量测的收缩比例
Ｆｉｇ．４　Ｉｎｔｅｒｖａｌ　ｃｏｎｔｒａｃｔｉｏｎ　ｒａｔｉｏ　ｏｆ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ　ｉｎ　ＩＥＥＥ　１４－ｂｕｓ　ｓｙｓｔｅｍ

此外，电压量测的收缩比例最小，小于０．１，有功
量测的收缩比例明显小于无功量测。通过将上述过
程应用于ＩＥＥＥ　１１８节点系统，可验证结果保守性
的结论对较大系统依然有效。由于篇幅所限，此处
略去ＩＥＥＥ　１１８节点系统的对比结果。

３．３　计算效率测试
本节测试四种方法的计算效率，即针对不同规

模的系统，对比四种方法各自的计算时间。测试环
境为个人电脑，ＣＰＵ为Ｉｎｔｅｌ（Ｒ）Ｃｏｒｅ（ＴＭ）ｉ７，主
频为２．０ＧＨｚ、内存２．００ＧＢ，所有算法均采用Ｊａｖａ
实现。表１给出了针对不同系统，四种方法的计算
时间。

表１　各标准系统的计算时间
Ｔａｂｌｅ　１　Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ　ｔｉｍｅ　ｏｆ　ｅａｃｈ　ｓｔａｎｄａｒｄ　ｓｙｓｔｅｍ

系统
量测数

据／个
计算时间／ｓ

ＯＰＴ　 ＣＯＮＩＣ　 ＩＣＰ　 ＩＣＰ＋＋
ＩＥＥＥ　１４　 １１０　 ５．４８２　 ４．２３１　 ０．１５４　 ０．１９７
ＩＥＥＥ　３０　 ２２９　 １８．８０９　 １４．０５２　 ０．２７６　 ０．３１９
ＩＥＥＥ　１１８　１　０５４　 ４０１．３７５　 ３１４．２７３　 １．３０９　 １．７９９
ＩＥＥＥ　３００　２　０９１　 １　６４９．８０３　 １　１８６．２７４　 ３．６３７　 ４．６４７

从表１可以看出，ＩＣＰ和ＩＣＰ＋＋的计算效率
较高，而ＯＰＴ和ＣＯＮＩＣ的计算效率均不高，尤其
针对规模较大的系统，计算时间达分钟级，甚至为小
时级，显然无法满足在线应用的要求。相比而言，
ＣＯＮＩＣ比ＯＰＴ的计算效率稍高。两者计算效率
低的主要原因在于需多次求解优化问题，但每个优
化问题是相互独立的，因此可以采用分布式或并行
的方式来提高计算效率。此外，在某些应用场景中，
无须求解所有状态变量和量测变量的区间，而只求
解某些调度运行人员更为关心的变量。

４　结语

针对量测误差有界情况下的状态辨识模型，本
文提出了基于优化模型的求解方法。该方法将求解
状态解集的问题转化为求解变量限值的问题。为消
除非凸优化模型无法求解全局最优解带来的结果可

信性问题，通过模型转换和放宽可行域，建立了求解
限值问题的锥优化模型。对于锥优化模型，可高效
求解其全局最优解，从而保证了结果的可信性。算
例表明，虽然锥优化模型带来了一定的保守性，但其
保守性较小。此外，相比非凸优化模型，锥优化模型
的计算效率有所提高。然而，相比于求解单一估计
结果，求解可行集合的状态辨识问题在计算效率方
面面临更大的挑战，在未来的工程应用中，对求解算
法进行并行化和分布式处理将是进一步提高计算效

率的有效途径。

２５
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王　彬，等　基于集合论估计的电网状态辨识：（三）基于优化模型的求解方法


