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0 引言

电力系统是一种高维数的无向无标度网络[1-4]。
但是相对于总节点数来说， 电力系统网络的平均节
点度相对较低， 其节点平均度通常在 1.80~5.82 之
间， 只有极少数节点度很高的节点， 是一种非常
稀疏的网络。 因此， 在电力系统计算中运用稀疏
技术可以大大提高计算速度 [5]。 而在对稀疏矩阵进
行三角分解时， 往往会产生注入元， 注入元的产
生削弱了矩阵的稀疏性， 使得计算的速度变慢。
在稀疏矩阵进行 LU 分解或者高斯消去时， 如果
能对矩阵进行完美的节点优化编号， 即不产生任
何注入元， 那么其计算的时间将大致与矩阵阶数
和矩阵非零元数量的乘积成正比。 而如果不对其
进行节点优化编号， 最坏的情况下， 矩阵的稀疏
性将会被完全破坏， 耗时将大大增加， 变成与矩
阵阶数的三次方成正比。
目前， 用于节点优化编号的经典的方法有 3

种 [6-7]， 即静态优化法（Tinney-1）、 半动态优化法
（Tinney-2）、 动态优化法（Tinney-3）。 其他的常见
方法还有近似最小度法（AMD）[8]、 最小度最小长度
算法（minimum degree-minimum length， MD-ML ）[9]、
最小度最少前导节点数算法 （minimum degree

minimum number of predecessors algorithm， MD-
MNP） [10]等。 另外， 蚁群算法 [11]和遗传算法 [12-13]作

为 2 种常见的算法， 也能被运用到节点优化编号
中。 在配电网中， 还有逆流编号法 [14-15]、 树状编号
法[16]、 分层编号法 [17-18]等算法可以使用。
在实际工程应用中， 半动态优化法应用最广

泛， 对于中小规模的电网而言， 既拥有较好的性
能， 又有较快的优化速度。 但是由于半动态节点
优化法在优化过程中需要进行大量插入和查找的

操作， 应用于超大规模的电网时往往出现优化时
间过长的问题。 其他方案也存在着许多的问题 。
AMD、 MD-ML 和 MD-MNP 本质上与动态或半动态
优化法相同， 都存在编号效果与时间的矛盾。 蚁
群算法和遗传算法虽然拥有较好的效果， 但是在
对大型系统进行节点优化编号时， 耗时过长 [19-20]。
而逆流编号法虽然不会产生注入元， 但是却只适
合于配电网， 应用范围受到很大限制。
随着电力网络维数不断加大， 省地一体化 、

地县一体化的进程不断加深， 电力系统潮流计算
所需求解方程的阶数大大增加， 有时甚至需要求
解数十万阶的潮流方程， 超过了 PSS/E 等很多商
业化潮流计算软件所允许的最大阶数。
图分割算法作为图论算法的一种， 无论是在
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分割效果还是速度上都取得了令人满意的效果 [21]。
本文将图分割算法中的多层次嵌套排序引入到电

力系统潮流计算中的节点优化编号， 用于加速潮
流计算， 取得了较好的效果。

1 基于图分割的优化编号

在电力系统潮流计算中， 无论是采用直角坐
标下的牛拉法还是极坐标下的牛拉法， 计算时所
产生的 Jacobian 矩阵的非零元都具有对称性。 因
此， Jacobian 矩阵可以用一个无向图 V 进行描述。
在对 Jacobian 矩阵进行高斯消去时， 每消去一列，
都对应无向图 V 消去一个顶点。 当无向图中的一
个顶点被消除后， 与之相邻的顶点之间将会形成
一个完全的子图， 这个完全子图中边的数量与顶
点消去前， 这些顶点间边的数量之差就是对矩阵
使用高斯消去法消去一行所产生的注入元。 逐一
消去各个顶点， 计算每步消去时多产生的边的数
量， 将它们相加， 就是高斯消去法所产生的注入
元数量。 相比较于高斯消去法， LU 分解法是更常
用的求解线性方程组的方法， 但与高斯消去法原
理相同， 将产生数量和位置相同的注入元。 因此
在对矩阵进行节点优化编号时， 可以将它转换为
所对应的图， 然后使用图论算法进行优化编号。
在图论算法中， 最小度排序、 极小消去排序、

多层次嵌套排序都可以对图进行节点优化编号 。
最小度排序法与半动态节点优化编号基于相同原

理， 在面对大规模系统时， 需要消耗大量的时间。
极小消去排序需构建三角图， 在面对极度稀疏的
Jacobian 矩阵时， 需要增加很多的边来完成三角
化， 会破坏原矩阵的稀疏性， 大幅降低优化的速
度。 而多层次嵌套排序相比较之前的 2 种办法，
拥有如下优势： （1）能够充分利用 Jacobian 矩阵的
稀疏性， 优化速度十分理想； （2）非常适合并行处
理， 在将图分割成子图时， 每个子图都相互独立，
可以并行优化。 因此， 选择多层次嵌套排序对潮
流计算的 Jacobian 矩阵进行节点优化编号。

2 潮流计算中的多层次嵌套排序

2.1 针对 Jacobian 矩阵的节点优化编号
在电力系统潮流计算中， 求解所需的 Jacobian

矩阵的每个 2×2 小矩阵块的稀疏结构与导纳阵相

似， 为了加速优化的速度， 简化优化的过程， 通
常是根据导纳阵来进行编号。 这种方法可以减少
节点优化编号的时间， 但是在减少注入元方面并
没有做到最优。 主要问题有 2 个： （1）若将矩阵的
每个元素用 2×2 的小矩阵块代替后， LU 分解时将
产生 4 倍于之前的注入元， 并非最优， 重新编号
可减少注入元。 （2）不同类型节点所对应的方程数
量不同， Jacobian 矩阵的每个 2×2 小矩阵块的稀
疏结构与导纳矩阵并不完全相同。 考虑节点类型
的节点优化方法 [22] 虽然考虑了 PV、 PQ 和平衡节
点间的不同， 但是仍然只是根据原电力系统网络
拓扑来进行编号， 相比较传统方法提升有限。
经过算例验证， 对 Jacobian 矩阵的节点优化

编号效果要比对导纳矩阵的节点优化编号所产生

的注入元少。
由于 Jacobian 矩阵阶数更高， 需要一种优化

速度非常快的算法， 对 Jacobian 矩阵进行节点优
化编号时不会浪费太多时间， 并且在编号效果上
能够满足需求。

Jacobian 矩阵在每次潮流计算的迭代中其非零
元的位置不会发生变化， 可以直接通过导纳矩阵
计算出 Jacobian 矩阵的非零元位置， 在潮流计算
迭代求解前， 就完成对 Jacobian 矩阵的节点优化
编号。
2.1.1 极坐标下 Jacobian矩阵所对应的无向图
在极坐标下的牛拉法潮流计算中 ， 每个 PQ

节点有 2 个变量 Δθi 和 ΔUi 待求， 对应 2 个方程；
每个 PV 节点有一个变量 Δθi 待求， 对应一个方
程； 平衡节点无待求变量， 无对应方程。 在对应
到无向图时， 每个 PQ 节点对应无向图中的 2 个
节点 ， 每个 PV 节点对应无向图中的一个节点 ，
而平衡节点由于电压和相角已知， 将不对应无向
图中的节点。 Jacobian 矩阵所对应的图可以由原系
统简化图转换得到。 转换方法为： （1）去掉平衡节
点以及与平衡节点相连的边； （2）在每个 PQ 节点
边新建一个新的节点， 并将该节点与原 PQ 节点
以及与原 PQ 节点相连的节点相连。
2.1.2 直角坐标下 Jacobian矩阵所对应的无向图
在直角坐标下的牛拉法潮流计算中， 每个 PQ

节点有 2 个变量 Δei 和 Δfi 待求， 对应 2 个方程；
每个 PV 节点也有 2 个变量 Δei 和 Δfi待求， 对应 2
个方程； 平衡节点无待求变量， 无对应方程。 在
对应到无向图时， 每个 PQ 和 PV 节点对应无向图
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中的 2 个节点， 平衡节点不对应无向图中的节点。
由于每个 PQ 节点所对应的 Jacobian 矩阵的 2 行所
对应的非零元所在列相同， Jacobian 矩阵所对应的
图， 可以由原系统简化图转换得到。 转换方法为：
（1）去掉平衡节点以及与平衡节点相连的边；（2）在
每个 PQ 和 PV 节点边新建一个节点， 并将该节点
与原节点以及与原节点相连的节点相连。
以 IEEE14 节点为例， IEEE14 节点系统的简

化图如图 1 所示， 而 IEEE14 节点在进行极坐标下
的牛拉法潮流计算时的 Jacobian 矩阵对应的图如
图 2 所示。

2.2 多层次嵌套排序算法
多层次嵌套排序算法的主要原理是： 寻找图

的顶点分割子， 将顶点分割子以及与之相邻的边
去掉之后， 图将被分成不相连的 2 部分。 此时对
这 2 个不相连的 2 个部分中的任意一个部分中的
顶点进行消去时， 都不会在另一部分中产生新的

边。 因此应该先对不相连的 2 个部分中的顶点进
行编号， 最后对顶点分割子进行编号， 以减少注
入元数量。 而在对不相连的 2 部分进行编号时，
同样可以递归调用多层次嵌套排序。
多层次嵌套排序的主要算法如下。
（1） 利用满足最小顶点覆盖的 2 路顶点分割

算法将图分割成子图 V1和子图 V2， 确定顶点分割
子（Vertex Separator）VS， 使顶点分割子数量最少。

（2） 先对子图 V1 进行编号， 再对子图 V2 进

行编号， 最后对顶点分割子 VS进行编号。
（3） 对子图 V1 和子图 V2 进行编号时， 同样

递归调用多层次嵌套排序， 分别找出子图 V1和子

图 V2的顶点分割子。

3 优化过程

为了验证多层次嵌套排序算法在节点优化编

号上的效果， 本文以 IEEE14 节点系统为例， 演示
多层次嵌套排序的过程。

（1） 对 IEEE14 节点系统进行 2 路顶点分割，
其中， 满足使顶点分割子数量最少的划分如图 3
所示。 其中顶点分割子 VS1={6}， VS2={9， 9′}， V1=
{10， 10′， 11， 11′， 12， 12′， 13， 13′， 14， 14′}，
V2={2， 3， 4， 4′， 5， 5′， 7， 7′， 8}。 在进行编
号时， 子图 V1和子图 V2应优先编号， 节点 6， 9′，
9 应最后编号， 分别将他们编号为 20， 21， 22。

图 1 IEEE14 节点系统简化图
Fig.1 Simplified connective graph of IEEE 14 buses

system

图 2 IEEE14 节点极坐标下 Jacobian 矩阵对应的无向图
Fig.2 The corresponding undirected graph of the

Jacobian matrix of IEEE 14 buses system under the
polar coordinate

图 3 IEEE14 节点系统极坐标下 Jacobian 矩阵对应图的
2 路顶点分割结果

Fig.3 2-way vertex partition result of the graph
corresponding to Jacobian matrix of IEEE 14 buses

system under the polar coordinate

电 网 电 网

54



第 4期

（2） 分别对子图 V1 和子图 V2 进行图分割 。
其中的 V1分割结果如图 4 所示， V2分割结果如图

5 所示。 对于子图 V1， 无需去掉顶点分割子就已
经是相互分离的两部分， 故可以直接得到子图 V11

和子图 V12。 对于子图 V2应当先编子图 V21和子图

V22， 最后编 V2S。 V2S 包括节点 4， 4′， 应编号为
18， 19。

（3） 继续对子图 V11、 V12、 V21、 V22 进行多层

次嵌套排序， 最终结果如表 1 所示。

对 IEEE14 节点在极坐标下的牛拉法潮流计算
时的 Jacobian 矩阵进行多层次嵌套排序后， 其非
零元位置如图 6 所示。 进行 LU 分解时， 以 U 矩
阵为例， 注入元位置如图 7 所示。
由图 7 可知， 采用多层次嵌套排序可以有效

地减少注入元的数量。

4 算例分析

4.1 针对 Jacobian 矩阵和原系统简化图进行节
点优化编号

表 2 统计了对不同系统简化图和其 Jacobian
矩阵对应的图进行多层次嵌套排序后， 在进行LU
分解时的注入元数量 。 其中算例 CASE1648 和
CASE7917 来自 PSS/E 软件 ， 其余均来自 IEEE。
从表 2 可以看出， 对潮流计算进行节点优化编号
时 ， 针对 Jacobian 矩阵对应的图进行优化编号 ，
其效果好于对系统简化图的节点优化编号， 能够

图 5 子图 V2顶点分割结果

Fig.5 Vertex partition result of subgraph V2

图 4 子图 V1顶点分割结果

Fig.4 Vertex partition result of subgraph V1

表 1 IEEE14 节点系统多层次嵌套排序结果
Table 1 Nested dissection ordering result of IEEE 14

buses system

初始编号 2 3 4 4′ 5 5′ 6 7

新编号 17 16 18 19 15 14 20 13

初始编号 7′ 8 9 9′ 10 10′ 11 11′

新编号 12 11 22 21 6 5 7 8

初始编号 12 12′ 13 13′ 14 14′

新编号 3 4 10 9 1 2

图 6 IEEE14 节点系统多层次嵌套排序后非零元位置
Fig.6 The non-zero elements location of IEEE 14 buses

system after optimized by nested dissection ordering
algorithms

图 7 IEEE14 节点系统进行多层次嵌套排序后，
其注入元的位置

Fig.7 Input elements location of IEEE 14 buses system
after optimized by nested dissection ordering algorithm
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减少 12.56%～27.36%的注入元。
4.2 多层次嵌套排序优化效果
图 8 统计了在对不同算例进行极坐标下潮流

计算时的 Jacobian 矩阵在分别进行半动态节点优
化编号与多层次嵌套排序之后的注入元数量。 使
用算例仍然来自 IEEE 标准算例以及 PSS/E。 从图
8 可以看出， 多层次嵌套排序的注入元数量与算
例的节点数基本成正比， 并且与半动态节点优化
编号效果接近。

4.3 多层次嵌套排序优化速度
为了测试多层次嵌套排序的优化速度， 同样

选取上述算例进行测试并与半动态节电优化编号

进行对比。 为了充分比较二者应用于大规模系统
时的速度差异， 还将多个 IEEE300 节点的平衡节

点拼合在一起组成高阶系统测试该算法的表现 。
CASE29901 与 CASE89701 分别由 100 个和 300 个
IEEE300 节点算例拼合而成。 测试环境如下： CPU
Intel（R） Core（TM） i7 5820K 3.3 GHz， 内存 16 GB，
操 作 系 统 Windows Sever 2012R2， 编 译 环 境
Visual Studio 2013， 使用的是 C++编译的串行版
的程序， 所消耗的时间如图 9 所示。

由图 9 可知， 本文所提方法计算速度相比较
于半动态节点优化编号有着明显的优势， 并且在
高阶算例上表现更为出色， 即使对 89 701 阶的系
统进行节点优化编号， 程序所消耗的时间也不过
589 ms， 相对于半动态节点优化编号提升近 100
倍， 并且所占用的内存仅不到 10 MB， 具有较高
的空间使用效率。

5 结论

将多层次嵌套排序引入到电力系统节点优化

编号中， 通过递归寻找顶点分割子来进行排序 ，
不仅计算的时间复杂度低， 而且非常适合并行处
理， 在大规模系统的节点优化编号中， 拥有很大
的速度优势。 算例的排序结果表明： （1）与传统针
对电网拓扑图的编号方法相比， 针对 Jacobian 矩
阵对应的无向图进行优化编号能更加有效地减少

非零元数量； （2）基于多层次嵌套排序无论是计算
速度、 内存占用还是排序效果都能满足大规模电
网潮流计算的要求， 具有工程应用的潜力。
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表 2 对系统简化图和 Jacobian 矩阵进行优化编号时的注
入元数量

Table 2 The number of input number when the
connective simplified graph and the Jacobian matrix

optimized

算例 节点数
Jacobian
矩阵维数

注入元数量
注入元

减少比

例/%

对系统简

化图进行

优化

对 Jacobian
矩阵对应图

进行优化

CASE4 4 5 0 0 0

CASE14 14 22 16 13 18.75

CASE30 30 53 70 60 14.28

CASE57 57 106 296 215 27.36

CASE118 118 181 255 212 16.86

CASE300 300 530 1 250 1 093 12.56

CASE1648 1 648 2 982 19 663 15 846 19.41

CASE7917 7 917 14 508 94 347 78 737 16.54

图 8 多层次嵌套排序与半动态节点优化编号注入元数量
对比

Fig.8 The input number of Jacobian matrix after
optimized by nested dissection ordering and Tinney-2

图 9 多层次嵌套排序与半动态节点优化编号所消耗时间
Fig.9 The time cost of nested dissection ordering and

Tinney-2
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LIUDingyi1, YE Ze2, ZHANGXinhua2

（1. Central China Grid Company Limited, Wuhan 430074, China;
2. Changsha University of Science & Technology, School of Economics &Managament, Changsha 410014, China）

Abstract: The existing quantity of on-grid electricity of electricity suppliers is mainly determined according to the proportion of its
generation capacity, but the on-grid electricity tariff is the unified benchmark price. Based on the principle of minimum total generation cost
under the constraint of carbon emissions, this paper designs the allocation mechanism of on-grid electricity quantity and its tariff mechanism
in oligopoly power market, and makes a comparison with the existing on-grid electricity mechanism. The results show that: (1) the new
mechanism can encourage electricity suppliers to report their true cost types to ensure the implementation of the minimum total generation
cost under the constraint of carbon emissions; (2) compared to the existing mechanisms, the new mechanism can help to reduce carbon
dioxide emissions, and save the total generation cost at the same level of carbon emissions; (3) the new mechanism gives priority to
low-emission electricity suppliers, which can help to make the high-emission units gradually exit the market.
This work is supported by National Natural Science Foundation of China (No. 71271033) and Major Projects of the National Social Science
Fund (No. 12&ZD051).
Keywords: on-grid mechanism; carbon emission reduction; mechanism design; electricity market
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Node Ordering in Power FlowCalculation Based onGraph Partitioning Algorithm
TANGCan1, GUORui2, GU Liqiang2, DONGShufeng1

（1. College of Electrical Engineering, Zhejiang University, Hangzhou 310027, China;
2. State Grid Shanghai Pudong Electric Power Supply Company, Shanghai 200122, China）

Abstract:With the development of society, the topology of power grid is becoming more and more complex, and the dimension of power
flow calculation is growing accordingly. Against this background, appropriate node ordering is needed to effectively accelerate the power
flow calculation. As a scale-free network, the power system network can be abstracted into a graph to represent the topological relations
between the various nodes. To solve the problem of node ordering, this paper presents a method based on dissection ordering algorithms to
optimize node number, which can accelerate the speed of node ordering and power flow calculation of large scale system. Based on an
example of IEEE 14-bus system, the process of the proposed method is described. The simulation results show that the speed and
effectiveness of the proposed algorithm can satisfy online computing requirements.
This work is supported by National High Technology Research and Development Program of China (863 Program) (No. 2014AA051901)
and National Natural Science Foundation of China (No. 51207136).
Keywords: node ordering; graph partitioning; power system calculation; nested dissection ordering algorithms
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