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ABSTRACT: In order to calculate static voltage stability 

margins quickly and accurately, this paper proposes two 

algorithms for searching saddle-node bifurcation points based 

on bisection search and parabolic approximation respectively. 

The Levenberg-Marquardt algorithm is applied to obtain the 

least-squares solution in the infeasible region of the power flow 

equations. The bisection search algorithm uses the least-squares 

solution to determine whether the current trial step is in the 

power flow infeasible region, and finally approaches the 

saddle-node bifurcation point. The parabolic approximation 

algorithm performs a parabolic approximation to ‘the 

least-squares value’ - ‘load margin’ curve in the infeasible 

region, and the zero point of the curve is corresponding to the 

required saddle-node bifurcation point. The numerical 

experiments on several classical cases show that compared 

with the traditional continuous power flow algorithm, the 

bisection search algorithm can significantly improve the 

computational efficiency while ensuring the accuracy. The 

parabolic approximation algorithm sacrifices some accuracy, 

but further improves the efficiency based on the bisection 

search algorithm. Also, thanks to the robustness of the 

Levenberg-Marquardt algorithm, these two algorithms in this 

paper can well converge under large ill-conditioned cases, 

ensuring the numerical stability of these two algorithms. 
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摘要：为了快速准确地计算静态电压稳定裕度，该文提出了

2 种鞍结分岔点快速求取算法，分别采用二分搜索和抛物线

近似来进行计算。基于 Levenberg-Marquardt 算法在潮流方

程的不可行域也能求得最小二乘解的特性，二分搜索算法利

用解得的最小二乘值判断此算点是否处于潮流不可行域，通

过二分搜索来快速逼近鞍结分岔点。抛物线近似算法对不可

行域的最小二乘值-负荷裕度曲线进行抛物线近似，曲线的

零点即为所求的鞍结分岔点。多个经典算例测试结果表明，

相较于传统的连续潮流算法，二分搜索算法在保证计算准确

地同时可以大幅度提升计算效率。而抛物线近似算法牺牲了

一定的计算精度，在二分搜索算法的基础上进一步提升了效

率。并且得益于 Levenberg-Marquardt 算法的强鲁棒性，2

种算法即使在面对大型病态算例时也可以收敛，保证了计算

的稳定性。 

关键词：静态电压稳定裕度；Levenberg-Marquardt 算法；鞍

结分岔点；负荷裕度；二分搜索；抛物线近似 
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0  引言 

电力系统在极端运行条件下有可能发生电压失

稳现象，鞍结分岔点(saddle-node bifurcation，SNB)

作为反应系统静态电压稳定性的一个重要指标，直

观地反映了系统当前运行点到电压崩溃点之间的距

离，可以帮助工作人员了解系统当前状态，避免电

压崩溃现象的发生[1-3]。因此，快速准确地计算鞍结

分岔点，一直是电压稳定领域的一个重要研究内容。 

传统的鞍结分岔点计算方法主要包括以下 2 种：

连续潮流法(continuous power flow，CPF)和直接法。 
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连续潮流法通过引入参数化方程，使扩展后的

潮流方程维数等于未知数个数，同时避免了在接近

鞍结分岔时潮流方程雅克比矩阵奇异的问题。随后

通过预测-校正的方法逐步进行求解，直至获得所

求的鞍结分岔点[4]。近年来，文献[5-8]从参数化策

略、步长控制等方面对连续潮流进行了研究与改

进。总的来说，连续潮流法可以比较方便地计及随

负荷增长变压器分接头控制、节点无功越限等事件

的发生顺序，计算得到的鞍结分岔点较为准确。但

是计算量较大，耗费时间长。 

直接法主要包括崩溃点法(point of collapse，PoC)

和非线性规划法。崩溃点法利用鞍结分岔点处雅克

比矩阵奇异的性质列写方程直接进行求解，相比连

续潮流法显著降低了计算量[9-11]。但其方程维数是普

通潮流方程的 2 倍，在面对大型电力系统时求解效

率降低，且对于初值要求高[12]。非线性规划法通过

建立非线性规划模型对鞍结分岔点进行求解[13-15]。

但随着系统规模的扩大，约束方程的个数急剧增多，

求解难度增加，限制了该方法的使用规模。 

随着人工智能的兴起，也有许多学者基于人工智

能对样本的训练，直接对鞍结分岔点进行预测[16-17]。

此类方法速度快，但可能需要大量样本，调参过程

也比较复杂。 

除了上述方法外，近年来，还有一种从不可行

域对鞍结分岔点进行求取的方法正在兴起[18-20]。文

献[19]利用了 factored load flow(FLF)算法在潮流不

可行域依然可以收敛到复数解的特性，在可行潮流

和不可行潮流之间通过二分搜索来求取鞍结分岔

点。文献[20]对[19]进行了改进，对 FLF 算法在不

可行域求得的潮流方程复数解虚部进行抛物线近

似，从而直接获得鞍结分岔点。相较于传统的连续

潮流法，文献[19-20]的方法在大幅度提升计算效率

的同时保证了计算精度，具有较高的应用价值。但

其中所采用的 FLF 算法在鲁棒性上有所欠缺，面对

病态程度较强的算例存在不收敛的情况。 

因此，本文考虑使用鲁棒性更强的算法，从潮

流不可行域对鞍结分岔点进行求取。Levenberg- 

Marquardt(L-M)算法在 20 世纪由 K.Levenberg 提

出，并经 D.Marquardt 等学者发展完善，日益成熟。

文献[21]证明了在迭代初始时，L-M 算法阻尼因子

较大，具有初始下降量大、迭代迅速、鲁棒性的特

点，减小了对初值的依赖性。在迭代末端，阻尼因

子接近 0，则 L-M 算法具有牛顿法二阶收敛性，避

免了最速下降法的锯齿形震荡。且通过引入自适应

阻尼因子，L-M 算法可以在迭代过程中同时改变搜

索方向与步长，较最优乘子法对病态潮流方程具有

更好的适应性。文献[22-24]发现 L-M 算法可以扩大

潮流方程的收敛范围，并且一定可以收敛到潮流方

程的最小二乘解。文献[25]进一步对 L-M 算法进行

了改进，提出了高阶的 L-M 方法。 

鉴于以上分析，本文提出 2 种基于 L-M 算法的

鞍结分岔点快速计算方法，从不可行域对鞍结分岔

点进行求取。第 1 种采用二分法，在快速增加系统

功率直至达到潮流不可行域后，根据 L-M 算法所获

的最小二乘值，在可行域与不可行域之间进行二分

搜索求得鞍结分岔点。通过多个算例验证，与连续

潮流法相比，该方法在保证计算精度的同时大幅度

提升了计算效率，鲁棒性强。第 2 种算法采用抛物

线近似法，通过 L-M 算法计算 2 个不可行域潮流获

得最小二乘值，对这两点进行抛物线近似获得鞍结

分岔点。通过算例验证表明，该方法相比二分搜索

算法，牺牲了一定计算精度的同时进一步提升了计

算效率，可用于对实时性要求高的电压稳定在线实

时评估与预防控制辅助决策在线计算中。 

1  L-M 算法在潮流不可行域上的特性 

将潮流方程写为 

 ( ) F x 0  (1) 

式中：x[U,]
T 为潮流方程中的状态变量，由电

压幅值与相角组成。 

L-M 算法在潮流方程求解中的应用已经成熟，

具体求解过程详见附录 A
[21]。L-M 算法求解潮流方

程的本质为求解一个最小二乘模型： 

 
T1

min ( ) ( ) ( )
2

 G x F x F x  (2) 

在潮流有解时，L-M 算法可以快速收敛到精确

解，对应的最小二乘值 G(x)0；在潮流无解时，

L-M 算法也可以不断迭代至满足收敛条件(3)： 

 T( ) ( ) J x F x  (3) 

式中：J(x)为雅克比矩阵；为 L-M 算法预设的收

敛精度。 

此时算法收敛到一最小二乘解。以 IEEE14 节

点系统为例，按(4)增大系统所有 PQ 节点负荷与发

电机有功出力值直至超出鞍结分岔点(max4.06)，

系统的最小二乘值 G(x)变化情况如图 1 所示。 
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式中：为系统负荷参数，反应了系统功率水平；

PL,i()、QL,i()、PG,i()分别为系统中负荷有功功率、
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负荷无功功率、发电机有功出力实际值；PL,i,0、

QL,i,0、PG,i,0 分别为系统中负荷有功功率、负荷无

功功率、发电机有功出力初始值。 

获得的G(x)-曲线如图 1所示(图中蓝色曲线)。

在负荷参数≤max 即系统有解时，系统的最小二

乘值 G(x)0；在负荷参数max即系统无解后，

系统的最小二乘值 G(x)0 并随着的增大单调递

增。因此，如果可以从潮流的不可行域出发，快速

求得 G(x)0 时对应的值，即是我们所需的鞍结

分岔点[26]。 
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图 1  IEEE14 节点系统 G(x)-曲线 

Fig. 1  G(x)- curve of the IEEE 14-bus system 

2  二分搜索算法 

二分搜索算法采用二分法来不断逼近 G(x)0

时对应的值，包括快速扫描和二分搜索两步。 

1）快速扫描。 

此步的目的是快速增长功率直至潮流的不可

行域。具体的，可以预设一个较大的功率增长量

∆1。从基础负荷水平01 开始，每隔∆1进行一

次潮流计算直至计算得到 G(x)r(r 为一足够小的

值，当 G(x)大于该值可视为非零)，意味着此算点

系统已经进入了潮流的不可行域。以 IEEE14 节点

系统为例，预设∆10.5，如图 2 所示，快速扫描

步骤从01 开始，经过1.5,2.0 2.5…4.0,4.5 的

7 次潮流计算，得到 G(x)0.0599，说明此算点已

经进入潮流不可行域，不再继续增加负荷。 
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图 2  IEEE14 节点系统快速扫描步骤 

Fig. 2  Fast scan step of the IEEE 14-bus system 

相比传统的连续潮流算法，快速扫描步骤无需引

入参数化方程和预测校正环节，只需要几步计算就能

迅速达到潮流的不可行域，极大地提高了计算效率。 

2）二分搜索。 

上一步中最后一次计算得到的不可行点与倒

数第二次计算得到的可行点一起构成了一个区间。

对该区间不断进行二分搜索直至其宽度达到预设

的精度2，便可以求得所需的max。具体的，如图 3

所示，IEEE14 节点系统中，对[4,4.5]构成的区间进

行二分，得到4.25，利用 L-M 算法计算潮流，

得到此算点对应的 G(x)0.0107，意味着在此算点

系统仍处于不可行域，于是将区间的右边界设为

4.25。下一步继续对[4,4.25]进行二分搜索，如此类

推，直至区间宽度达到预设的精度。理论上，只要

预设的精度2足够小，二分搜索算法的计算结果将

极为准确，且可达到任意精度。 
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图 3  IEEE14 节点系统二分搜索步骤 

Fig. 3  Bisection search step of the IEEE 14-bus system 

另外，在快速扫描与二分搜索的迭代过程中，

可以将上一步迭代中潮流方程的解设为下一步迭

代中潮流方程的初值，可以加速方程求解，提高计

算效率。 

二分搜索算法的具体步骤如图 4 所示。 
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图 4  二分搜索算法流程图 

Fig. 4  Bisection search algorithm flow chart 
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3  抛物线近似算法 

二分搜索算法为了达到要求的精度，在步骤 2

中需要多次迭代，牺牲了计算效率。如果可以对不可

行域的G(x)-曲线进行多项式近似，则该多项式的零

点即是所求的鞍结分岔点max。相较二分搜索，通过

求解多项式直接获得max，可以进一步提高效率。 

通过观察大量算例的 G(x)-曲线(如图 1 中蓝

色曲线与图 5 所示)，发现均与抛物线非常接近。因

此，本文考虑采用抛物线对不可行域的 G(x)-曲线

进行近似，后续的算例分析也验证了抛物线近似在

计算精度与速度上都取得了良好的效果。 
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图 5  多个算例 G(x) - 曲线 

Fig. 5  G(x) -  curves of multiple cases 

抛物线方程可以表示为：G(x)a(-b)
2
+c。观

察图 1 和图 5 中不可行域的 G(x)-曲线可以看出，

该抛物线的顶点位于 x 轴上，因此可知 c0。在

G(x)-曲线上取两点，通过式(5)便可以解出该抛物

线的参数 a、b。 

 

2

1 1

2

2 2

( ) ( )

( ) ( )

a b G x

a b G x





 - 


- 

 (5) 

式中：(1,G1(x))和(2,G2(x))为 G(x)-曲线上处于不

可行域的两点，所解得的参数 b 即为所求的max。 

同样以 IEEE14 系统为例，取(4.5,0.0599)和

(4.51,0.0628)代入式(5)中进行抛物线近似，得到

a0.3351,b4.0772，所得到的抛物线如图 1 中红色

虚线所示。通过对比可以看出，经过近似得到的抛

物线与原曲线非常相似，所得到的max4.0772 也与

准确值比较接近，误差仅有 0.4%。因此，使用抛物

线对 G(x)-曲线进行近似是可行的。 

抛物线近似算法同样包括 2 步：快速扫描与抛

物线近似。 

1）快速扫描。 

此步与二分搜索算法中第一步相似。但值得注意

的是，部分大型算例的max 值较小(如 MATPOWER

中的 case6468rte 算例max1.1691)，如果预设的功

率增长量D1 过大，会导致用于抛物线近似的两点

距离实际鞍结分岔点相对较远，降低了算法的精

度。因此，可在前述快速扫描的基础上，增加一步

对功率增长量的判断修正。如果在第一次增加D1

后，系统已经进入了不可行域，说明此时取的D1

过大，可将D1调整为原来的 1/m(m为一缩小系数)，

再重新进行快速扫描计算。 

2）抛物线近似。 

此步需要不可行域的 2 个点来进行抛物线近

似。快速扫描步骤中的最后一个点已经进入了潮流

不可行域，可用于进行抛物线近似，记作(1,G1(x))。

再在负荷水平21+D2 进行一次潮流计算，便

可获得第 2 个点(2,G2(x))。此处的D2为一较小的

功率增长量，可以让用于近似的两点离鞍结分岔点

更近，提高抛物线近似的准确度。 

通过抛物线近似，可以进一步提升鞍结分岔点

的求解效率，适用于对计算速度要求高的电压稳定

在线实时评估中。 

抛物线近似算法的具体步骤如图 6 所示。 

快速扫描 抛物线近似

开始

初始化参数D1，

D2，r，m，设置系

统负荷水0=1。

 
0+D1，利用L-M算

法计算负荷水平下潮

流，获得G(x)。

G(x)>r?

记当前点为

(1，G1(x))

输出max=b 
 

否

是

  
21+D2，计算

潮流获得G2(x)

将(1,G1(x))，(2，

G2(x))代入式(5)，

解得系数a、b

否

是

+D1，利用L-M算

法计算负荷水平下潮

流，获得G(x)。

G(x)>r?

D1D1/m

 

图 6  抛物线近似算法流程图 

Fig. 6  Parabolic approximation algorithm flow chart 

4  算例分析 

本文通过MATPOWER
[27]中的多个经典算例对

所提出的 2 个方法进行验证。参数设定方面，本文

采用的 L-M 算法参数与文献[24]相同，最大迭代次

数设为 40次。二分搜索算法(以下记作 LM-bisection)

中设置参数D10.5
[19]，r10

-10，210
-4。抛物



2356 林立亨等：基于 Levenberg-Marquardt 算法的鞍结分岔点快速计算 Vol. 45 No. 6 

线近似算法(以下记作 LM-parabolic)中额外设置

D20.01，m10。 

本文提出的方法用 MATLAB 2018b 编程实

现，运行在配置为 corei7-7700K 4.2 GHz CPU、

32GB 内存的计算机上。 

本文算法将与以下 4 种算法进行对比： 

1）MATPOWER 自带的经典连续潮流算法[27] 

(CPF)。 

2）基于 FLF 的二分搜索算法[19]
(记作 FLF- 

bisection)。 

3）基于 FLF 的抛物线近似算法[20]
(记作 FLF- 

parabolic)。 

4）崩溃点法(PoC)，采用牛拉法求解，最大迭

代次数设为 100 次。 

本文在后续的计算验证中暂不考虑节点功率

越限的情况，连续潮流算法采用 MATPOWER 中默

认值启动，PoC 法以快速扫描步骤中进入不可行域

的前一步潮流解作为初值，其余算法的初次潮流计

算均采用平启动。 

4.1  计算精度验证 

CPF 算法作为求取鞍结分岔点的经典方法，其

正确性已经得到了检验。本文将 CPF 算法求得的

max作为准确值，与 LM-bisection、LM-parabolic、

FLF-bisection、FLF-parabolic 和 PoC 算法进行对比，

计算结果如表 1 所示。 

表 1  不同算法计算结果max 对比 

Table 1  Comparison of calculation results max of different 

algorithms 

算例 

节点数 
CPF 

LM- 

bisection 

LM- 

parabolic 

FLF- 

bisection 

FLF- 

parabolic 
PoC 

14 4.0603 
4.0602 

(0.002%) 

4.0772 

(0.416%) 

4.0602 

(0.002%) 

4.0424 

(0.439%) 

4.0602 

(0.002%) 

30 5.4788 
5.4788 

(0.000%) 

5.4789 

(0.001%) 

5.4789 

(0.000%) 

5.4793 

(0.007%) 

5.4788 

(0.000%) 

57 1.8921 
1.8922 

(0.003%) 

1.8935 

(0.075%) 

1.8922 

(0.003%) 

1.9024 

(0.546%) 
发散 

118 3.1871 
3.1871 

(0.000%) 

3.2054 

(0.574%) 

max时 

不收敛 

max时 

不收敛 

3.1871 

(0.000%) 

2383 1.8937 
1.8937 

(0.001%) 

1.8961 

(0.124%) 

1.8937 

(0.001%) 

1.9082 

(0.767%) 

100 次迭代

后未收敛 

6468 1.1691 
1.1691 

(0.001%) 

1.1773 

(0.700%) 

1 时 

不收敛 

1 时 

不收敛 

100 次迭代

后未收敛 

9241 1.2432 
1.2432 

(0.002%) 

1.2432 

(0.002%) 

max时 

不收敛 

max时 

不收敛 

100 次迭代

后未收敛 

表 1 括号中为不同算法计算结果的误差。从表

1 中可以看出，在计算精度方面，LM-bisection 算

法获得的max与 CPF 算法得到的准确值极为接近。

理论上，LM-bisection 算法的计算精度取决于预设

的精度2，若预设精度2足够小，LM-bisection 算法

可以达到任意精度要求。LM-parabolic 算法的计算结

果同样与 CPF 算法获得的准确值非常接近，虽然准

确度不及 LM-bisection 算法，但最大误差也不会超

过 1%。并且相比于同样利用抛物线近似的

FLF-parabolic 算法，LM-parabolic 的计算结果也更为

准确。这是因为 LM-parabolic 在进入不可行域后使

用了一个小的功率增长量D2，使用离max更近的两

点进行近似，进一步地提高了计算精度。PoC 方法

虽然可以通过求解方程获得精确的鞍节分岔点，但

由于其对初值的要求较高，容易出现不收敛的情况。 

4.2  计算效率对比 

此部分对不同算法之间的计算效率进行比较。

由于 CPF 算法的计算速度受步长的影响较大，在此

选用 0.01、0.05、0.1 三种步长进行对比。且为了比

较的公平，CPF 算法在计算得到max后即停止，不

必计算出完整的 P-V 曲线。不同算法所耗费的时间

如表 2 所示，表中单位为秒(s)。 

表 2  不同算法计算时间对比 

Table 2  Comparison of calculation time of different   

algorithms                  s 

算例 

节点数 

CPF LM- 

bisection 

LM- 

parabolic 

FLF- 

bisection 

FLF- 

parabolic 
PoC 

0.01 0.05 0.1 

14 0.73 0.18 0.14 0.099 0.039 0.135 0.053 0.054 

30 0.83 0.21 0.16 0.145 0.063 0.226 0.097 0.2983 

57 0.47 0.14 0.14 0.121 0.027 0.195 0.060 发散 

118 5.04 0.68 0.44 0.279 0.084 不收敛 不收敛 0.1943 

2383 333 34.2 15.3 2.58 0.895 11.13 2.832 未收敛 

6468 
>10 

min 
484 191.5 9.68 5.28 不收敛 不收敛 未收敛 

9241 
>10 

min 
222 115.5 20.8 8.53 不收敛 不收敛 未收敛 

从表 2 中可以看出，在计算效率上，LM- 

bisection 算法相较于步长为 0.01 与 0.05 的 CPF 算

法有着显著提高。即使与步长为 0.1 的 CPF 算法相

比，LM-bisection 算法同样有着显著优势。在算例

规模小时，由于单次潮流计算时间过短，优势体现

的不明显。随着算例规模的扩大，LM-bisection 算

法的计算速度优势逐渐得以体现。在大型算例的计

算中(例如 2383 节点及以上)，LM-bisection 相较于

CPF算法节省了 80%~95%的计算时间。相较于 PoC

算法，在小算例中，LM-bisection 的计算速度与其

相近，30 节点算例中 LM-bisection 计算效率更高，

118 节点中 PoC 算法计算效率更高。原因在于 PoC

的计算速度受初值影响较大，30 节点系统中初值距

离真实解相对 118 节点系统更远，因此需要更多次

迭代才能收敛。 

LM-parabolic 算法通过抛物线近似，相比

LM-bisection算法进一步将计算效率提升了2~3倍。
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即使是面对 9241 节点系统这样的大型算例，总共

所用时间也不超过 10s。 

而基于FLF的算法虽然在效率方面相比于CPF

算法有所提高，但无论是 FLF-bisection 还是

FLF-parabolic 算法，其计算效率依然慢于对应的

LM-bisection 算法与 LM-parabolic 算法。 

4.3  鲁棒性对比 

通过表 1 和表 2 可以看出，得益于所用的 L-M

算法可以在迭代过程中同时改变搜索方向和步长，

减小了对初值的依赖性，扩大了潮流方程的收敛范

围[21]，LM-bisection 算法与 LM-parabolic 算法在计

算中表现出强鲁棒性，即使在面对大型病态算例(如

6468 节点系统与 9241 节点系统)时依然能够收敛，

保证了算法的稳定性。 

而 FLF-bisection 算法与 FLF-parabolic 算法由

于在 118 节点系统、6468 节点系统、9241 节点系

统 3 个算例的计算中均出现了不收敛的情况。PoC

算法由于其方程维数高、受初值影响大等特点[9,11]，

也在 57 节点系统、2383 节点系统等算例中出现了

不收敛的情况。 

5  结论 

本文提出 2 种基于 L-M 算法的鞍结分岔点算

法，分别采用了二分搜索与抛物线近似进行计算。

算例分析表明： 

1）在计算效率方面，本文提出的二分搜索算

法相比连续潮流法极大的提高了计算效率，在 2383

节点及以上的大算例计算中可以节省 80%~95%的

计算时间。而抛物线近似法在二分搜索算法的基础

上又将计算效率进一步提升了 2~3 倍。 

2）在计算精度方面，本文提出的二分搜索算

法极为准确，抛物线近似算法为了计算效率一定程

度上牺牲了计算精度，但误差也小于 1%。 

3）在鲁棒性方面，本文算法得益于 L-M 算法

的强鲁棒性，即使面对大型病态算例，也可以保证

算法收敛。 

本文所提的 2 个算法可以应用于不同场景，二

分搜索算法可以应用于高精度要求场合(例如误差

小于 0.1%)，而抛物线近似算法可以用于对计算速

度要求高的电压稳定在线实时评估与预防控制辅

助决策在线计算中。 

在未来的研究中，将进一步考虑节点无功越限

等限制因素，考虑如何利用本文算法对极限诱导分

岔点进行求取。 

附录见本刊网络版 (http://www.dwjs.com.cn/CN/1000- 

3673/current.shtml)。 
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附录 A 

本文采用文献[22]中提出的自适应 L-M算法对

潮流方程式(1)进行求解，具体过程如下所示： 

1）给定变量初值 x1，迭代次数 k1，给定常

数 m，0p0p1p21 以及收敛精度，设置

α1满足 α1>m。 

2）根据式(A-1)计算阻尼因子k。 

 2|| ( ) ||k k k  F x  (A-1) 

式中：αk为自适应因子。 

3）根据式(A-2)计算当前迭代步 dk。 

 T 1 T[ ( ) ( ) ] ( ) ( )k k k k k k - - +d J x J x I J x F x (A-2) 

4）根据式(A-3)计算取舍指标k。 
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5）根据取舍指标k选择是否接受 dk。 
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6）调整自适应因子 αk： 
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 (A-5) 

7）采用判据 J(x)
T
F(x)来判别算法收敛与

否，收敛则退出并输出结果，否则返回步骤 2）。 


