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ABSTRACT: With the increment of scale of power system, in 

order to satisfy the increasing real-time and accuracy 

requirements of N−1 security verification, a real-time N-1 AC 

power flow calculation algorithm based on graphics processing 

unit-central processing unit (GPU-CPU) heterogeneous 

computing framework was proposed. In the algorithm, a 

method for solving the N−1 power flow problem was designed, 

which concatenated several independent power flow problems 

into one. The concatenated Jacobi matrix was generated by 

parallel processing, and the linear equations were solved by the 

direct method or the iterative method according to the scale of 

equations, in which the iterative method was parallelized. The 

algorithm was divided into CPU processing part and GPU 

processing part. CPU processed iterative initial value set, node 

admittance matrix formation, check set formation, iterative 

value correction and convergence judgement while GPU 

processed generation of concatenated Jacobi matrix. Correction 

equations solution was processed by CPU or GPU depended on 

the scale of equations, in order to achieve fast solution. The 

case analysis shows that, the proposed algorithm has high 

efficiency, high accuracy and small storage space. It has 

advantages compared with traditional N−1 power flow 

algorithm, which can meet the real-time requirement of N−1 

power flow calculation and has engineering application value. 
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摘要：随着电力系统规模的扩大，为了适应 N−1 安全校验

日益上升的实时性和精确性的需求，提出一种图形处理单元 
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—中央处理单元(graphics processing unit-central processing 

unit，GPU-CPU)异构运算框架加速的实时 N−1 交流潮流计

算方法。算法中设计一种 N−1 潮流问题的拼接求解方法，

将原本多个独立的潮流问题组合为一个。雅可比矩阵的拼接

生成采用并行化处理，线性方程组的求解根据规模大小选择

直接法或迭代法处理，其中迭代法采用并行化处理。算法整

体分为 CPU 处理部分和 GPU 处理部分，CPU 处理迭代初

值的设定、节点导纳矩阵的形成、校验集合的形成、迭代值

的修正、收敛性判断等步骤，GPU 处理雅可比矩阵的拼接

生成等步骤，修正方程组的求解根据其规模选择 CPU 求解

或 GPU 求解，以达到快速求解的目的。算例表明，所提算

法效率和精度高、空间占用小，与传统 N−1 潮流算法相比

具有明显优势，能够满足电网实时 N−1 潮流计算的需求，

具有工程应用价值。 

关键词：N−1 潮流计算；GPU-CPU 异构运算架构；并行化；

拼接求解；迭代法 

0  引言 

随着电力系统规模的不断扩大，电力系统静态

安全问题日益突出。N−1 安全校验是电力系统稳定

性分析的重要手段，其实质是在系统中每个单一元

件开断的情形下所进行的 N−1 潮流计算。由于 N−1

安全校验经常作为实时安全分析和辅助决策的手

段之一，因此 N−1 潮流计算对计算精度和计算速度

都有很高的要求。特别是在系统的节点、支路规模

较大时，N−1潮流计算需进行大量潮流问题的求解，

因此研究快速且精确的 N−1 潮流计算方法在电力

系统静态安全分析中具有重要的现实意义。 

直流潮流法和灵敏度分析法是目前被广泛应

用的 N−1 潮流计算方法。直流潮流法对潮流模型做

了简化，不存在收敛性问题，计算简单。但是，直
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流潮流法的简化条件也使得其精度较差，特别是在

实际网络中节点电压显著偏离额定电压、线路电抗

没有显著大于线路电阻、网损较大等情形下，直流

潮流法的误差更为严重[1]。为提高直流潮流法的精

度，文献[2]利用补偿法优化 N−1 直流潮流法模型。

文献[3]提出一种改进的直流潮流算法，通过网损迭

代得到等值负荷的大小，以提高传统直流法的精

度。但是，由于直流潮流法本身的模型做了较大简

化，即使通过一定程度的改进，有些线路的计算结

果误差仍然比较大，使得直流潮流法在实际应用中

存在一定缺陷和局限性。 

灵敏度分析法在正常接线和正常运行方式的

基础上进行，不必对 N−1 情形下的每个潮流问题分

别进行迭代求解，计算速度较快。文献[4-5]利用高

阶泰勒级数来近似计算线路断开后系统的各个运

行变量，但在计算灵敏度高阶导数值的过程中未计

算节点电压高阶导数值，因此计算结果精确度不

高。文献[6]提出一种新的基于灵敏度–补偿法的开

断潮流计算方法，以节点注入功率模拟支路开断影

响，计算结果一定程度上能够逼近牛顿–拉夫逊交

流潮流法。但是，由于灵敏度分析法本身是一种近

似算法，其计算准确度始终存在局限性，在某些对

计算精度要求较高的场合不适用。 

因此，为了保证 N−1 潮流计算的精确性，仍需

要采用交流潮流法，但是传统的交流潮流计算方法

如牛顿–拉夫逊法等需要反复迭代、形成雅可比矩

阵、求解修正方程组，系统规模较大时计算量大，

计算速度慢，不能够适应安全分析的实时性要求。 

近年来，图形处理单元 (graphics processing 

unit，GPU)得到飞速发展，特别是 GPU 通用计算被

应用到诸多计算密集的领域中。图形处理单元–中

央 处 理 单 元 (graphics processing unit-central 

processing unit，GPU-CPU)异构协同的计算体系是

实际工程应用中常用的一种框架，充分利用 CPU

与 GPU 在工作原理及特点上的各自优势，使得整

个架构具有强大的并行计算能力、较高的性价比和

性能能耗比[7]。在交流潮流法中，稀疏线性方程组

求解占据了大部分计算时间，GPU 通用计算特别是

GPU-CPU 异构运算框架通过并行加速稀疏线性方

程组的求解，为交流潮流法的加速计算提供实现平

台，一些学者利用 GPU 加速已取得初步成果[8-14]。

但是，上述研究利用 GPU 主要实现的是线性方程

组直接法求解的并行处理，以及一些传统迭代方法

的并行化处理如高斯–塞德尔法、共轭梯度法的并

行等，对于新的迭代法理论和预处理技术在电力系

统潮流计算中的并行化实现还未深入研究。除方程

组求解外，交流潮流计算的剩余计算时间主要集中

于雅可比矩阵的形成，目前利用 GPU 对雅可比矩

阵的形成实现并行加速的研究成果比较有限。 

结合以上问题，本文的主要工作包括： 

1）在保证计算实时性需求的基础上，用牛顿–

拉夫逊交流潮流计算方法提高计算精度，提出一种

GPU-CPU 异构运算框架加速的实时 N−1 交流潮流

计算方法，对于电网中输电线路、变压器开断的

N−1 潮流问题进行快速并行求解。 

2）提出一种 N−1 潮流问题的拼接求解算法，

使得一个系统的所有 N−1 潮流问题拼接为一个较

大规模的潮流问题，从而只需对这一较大规模的潮

流问题进行一次牛顿–拉夫逊法迭代计算即可，有

效提高计算效率。 

3）本文提出的 N−1 潮流问题的拼接求解算法

包括了雅可比矩阵的拼接处理和拼接后线性方程

组求解的两个关键子步骤。本文利用 GPU 加速设

计了一种雅可比矩阵的并行拼接生成方法；同时，

根据 Krylov 子空间理论，提出基于不完全 LU 分解

预处理迭代法针对拼接后线性方程组规模较大的

情形求解，并利用 GPU 实现并行加速处理。 

算例测试表明，本文提出的雅可比矩阵的并行

拼接生成方法、大规模线性方程组并行迭代求解算

法具有显著的加速效果，从而使得基于 GPU-CPU

异构运算框架和潮流问题的拼接求解算法的实时

N−1 交流潮流计算方法具有较高的计算效率，满足

安全分析和辅助决策的实时性和精确性需求。 

1  N−1 交流潮流计算 

1.1  基本数学模型 
本文提出的 N−1 交流潮流计算算法基于牛顿–

拉夫逊交流潮流法。牛顿–拉夫逊法是常用的交流

潮流计算方法。该方法通过逐次线性化，把非线性

方程组的求解过程变成了反复求解其相对应的修

正线性方程组的过程。每一次迭代过程中，需要求

解如下形式的修正方程组： 

 
/

Δ Δ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥Δ Δ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

P
J

Q U U
δ

 (1) 

式中：ΔP 和ΔQ 为节点有功功率注入和节点无功功

率注入修正向量； J 为系统的雅可比矩阵； Δδ 和

ΔU 为电压相角和电压幅值修正向量；U 为各节点

电压的对角矩阵。通过修正方程组求解得到修正量
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Δδ 和 ΔU 后，即可得到新的解，反复迭代直至收

敛即可。 

1.2  计算加速分析 
在 N−1 交流潮流计算中，对于一个具有 N 个独

立元件的系统，N−1 全校验需求解 N 个交流潮流问

题，即需要运用 N 次牛顿–拉夫逊法迭代求解。当

系统规模较大时，需要做大量次数的牛顿–拉夫逊

法迭代，计算效率较低。因此，可以考虑利用适当

手段减少运用牛顿–拉夫逊法的次数以提高计算 

速度。 

另一方面，在每一次的牛顿–拉夫逊法计算过

程中，运算量最大的步骤主要是修正方程组的求解

及雅可比矩阵形成两部分。其中，修正方程组中的

雅可比矩阵一般为稀疏矩阵，稀疏线性方程组的求

解方法主要包括直接法[15-16]和迭代法[17-18]两种，直

接法针对小规模方程组求解具有优势，迭代法则在

大规模稀疏线性方程组的求解中计算效率更高[19]，

且适合并行加速处理，因此根据矩阵规模选取合适

的求解方法非常重要。雅可比矩阵的生成是另一个

耗时较长的步骤，可以结合雅可比矩阵结构特点设

计并行加速方法减少雅可比矩阵生成的耗时。 

2  GPU-CPU 异构运算架构与 CUDA 

2.1  GPU-CPU 异构运算架构数据流 
如图 1 左侧所示，GPU-CPU 异构运算架构一

般由 1 个 CPU 和多个 GPU 组成，CPU 及每个 GPU

有各自独立的内存体系，CPU 无法与各 GPU 显存

直接通讯，每个 GPU 也无法与 CPU 内存或其他

GPU 显存直接通讯，CPU 和 GPU 之间的数据传输

通过 PCI-Express 总线进行通信。在这一运算框架

下，GPU 通用计算程序需要包括三部分[20]：CPU

计算程序、GPU 计算程序和 GPU-CPU 通信程序。 

Grid

Block1 Block2 Block... Blockn

Block1

Thread1 Thread2 Thread... Threadn

主存

CPU

PCI-Express

显存

GPU

显存

GPU

…

…

 
图 1  GPU-CPU 异构运算架构数据流及 CUDA 模型 

Fig. 1  Data flow of GPU-CPU heterogeneous 
computing framework and model of CUDA 

单 CPU、多 GPU 的架构能够扩展并行线程数，

用于加速处理计算规模非常庞大的问题，在机器学

习[21-22]、图像分析[23]等领域得到广泛应用。但是，

多 GPU 架构的成本昂贵，数据划分、数据同步、

通讯等操作也相对繁琐。 

2.2  CUDA 模型及原理 
CUDA(compute unified devices architecture)是

NVIDIA 公司推出的一种新的编程模型和指令集架

构，用于实现 GPU 通用计算。CUDA 对原先的 C

语言进行扩展，基于这一框架既可以定义普通的 C

语言函数，也可以定义特别的 C 语言函数称为“内

核”，即在调用时，并行执行 n 次 n 个不同的并行

线程，而不是像普通的 C 语言函数只执行一次[24]。

因此，CUDA 框架为 GPU-CPU 异构运算架构的实

现提供了条件。 

CUDA 的编程模型可以用图 1 右侧框图刻画。

每一个内核函数在执行时占用一个线程网络(grid)，

每个线程网络由多个线程块(block)组成，各线程块

之间并行执行，线程块之间无法通信。进一步地，

每一个线程块由多个线程(thread)组成，各线程之间

并行执行[25]。调用内核函数时，通过设定启用的线

程块数量及每个线程块中的线程数量，可以使得每

个线程对不同数据并行执行相同指令。 

3  N−1 潮流问题的拼接求解算法 

由于牛顿–拉夫逊法是一个具有逻辑性和顺序

性的算法，而 GPU 只适合计算量密集但逻辑简单

的场合，因此直接使用 GPU 对各独立的潮流问题

用牛顿–拉夫逊法进行并行计算是很难行得通的。

此外，GPU 的显存有限，GPU 和 CPU 不能直接通

讯，将完整的牛顿–拉夫逊法在 GPU 上运行需要开

辟大量空间，这是不现实的。基于此，提出 N−1 潮

流问题的拼接求解算法。 

3.1  数学引理 
若对于矩阵 A1、A2、……、An−1、An，向量 x1、

x2、……、xn-1、xn 及 b1、b2、……、bn-1、bn 满足

A1 x1=b1、A2 x2=b2、……、An−1 xn−1=bn-1、An xn=bn，

则有： 

 

1 1 1

2 2 2

1 1 1n n n

n n n

− − −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥=
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

A x b
A x b

A x b
A x b

 (2) 

3.2  算法加速手段 
N−1 交流潮流计算需要对于各输电线路、变压

器开断情形下分别形成雅可比矩阵、反复迭代求解

潮流，在节点和支路规模较大时计算效率低，故提

出一种 N−1 潮流问题的拼接求解算法，通过减少牛
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顿–拉夫逊法运算次数减少计算耗时。 

假设一个系统经连通性检查后有 n 条输电线路

或变压器支路需要进行 N−1 安全校验。若对于每条

支路开断的情形分别进行牛顿–拉夫逊法潮流求

解，则对于支路 k 开断的情形做 N−1 牛顿–拉夫逊

交流潮流计算时，需要求解线性方程组 

 ,    1ki
ki ki k

ki

i p
Δ⎡ ⎤

= ≤ ≤⎢ ⎥Δ⎣ ⎦

P
J X

Q
 (3) 

式中ΔPki、ΔQki、Jki、Xki分别表示支路 k 开断计算

潮流时第 i 次迭代的节点有功功率注入修正向量、

节点无功功率注入修正向量、雅可比矩阵、修正方

程组的解。潮流问题收敛且迭代次数小于预设的最

大迭代次数时，pk 表示支路 k 开断的情形下牛顿–

拉夫逊法计算收敛所需的迭代次数，否则 pk等于预

设的最大迭代次数。 

考虑到牛顿—拉夫逊法计算结果的精度随迭

代次数逐渐提高，若对于任意支路开断的情形下的

牛顿-拉夫逊法迭代，都设定其迭代次数为 P 为 

 1 2 1max{ , , , , }k kP p p p p−=  (4) 

则对于支路 k 开断的情形下，需要求解线性方

程组： 

 ,     1ki
ki ki

ki

i P
Δ⎡ ⎤

= ≤ ≤⎢ ⎥Δ⎣ ⎦

P
J X

Q
 (5) 

假设这些线性方程组的解为： 

 ,    1
/
ki

ki
ki ki

i P
Δ⎡ ⎤

= ≤ ≤⎢ ⎥Δ⎣ ⎦
X

U U
δ

 (6) 

为了减少 N−1 安全校验过程中牛顿—拉夫逊

法的使用次数，考虑将节点功率注入修正向量和雅

可比矩阵分别进行拼接。现考虑各支路开断情形下

对应的潮流问题的第一次迭代，拼接它们的节点功

率注入修正向量、雅可比矩阵，可以形成如下线性

方程组：  

 

11

11

21 1111

21 21 21

1 1

1

1

n n

n

n

Δ⎡ ⎤
⎢ ⎥Δ⎢ ⎥
⎢ ⎥Δ ⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥Δ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎢ ⎥Δ⎢ ⎥
⎢ ⎥Δ⎣ ⎦

P
Q
P YJ
Q J Y

J Y
P
Q

 (7) 

由 3.1 节的数学引理可知，线性方程组的解  

应为： 

 1
1 1

1 1

,    1
/
k

k k
k k

k n
Δ⎡ ⎤

= = ≤ ≤⎢ ⎥Δ⎣ ⎦
Y X

U U
δ

 (8) 

可见，经拼接处理后的线性方程组的解的每一

个子向量都与各独立潮流问题中线性方程组的解

对应相等。依次类推，拼接处理后的潮流问题只需

要使用一次牛顿—拉夫逊法，迭代过程中求解如下

线性方程组： 

 

1

1

2 11

2 2 2 ,   1

i

i

i ii

i i i

ni ni

ni

ni

i P

Δ⎡ ⎤
⎢ ⎥Δ⎢ ⎥
⎢ ⎥Δ ⎡ ⎤⎡ ⎤
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由 3.1 节的数学引理可知，线性方程组的解  

应为 

 ,     1 ,1
/
ki

ki
ki ki

i P k n
Δ⎡ ⎤

= ≤ ≤ ≤ ≤⎢ ⎥Δ⎣ ⎦
Y

U U
δ

 (10) 

由此可见，拼接后的潮流问题仅通过一次牛顿

—拉夫逊法求解，可得到与各潮流问题独立使用牛

顿—拉夫逊法相同的潮流结果。当然，拼接后的潮

流问题的线性方程组规模远大于原来各个独立的

潮流问题，当大到一定程度时，如果使用传统的直

接法求解如 LU 分解等，会需要耗费较长时间，故

考虑结合矩阵预处理、迭代法、并行加速等手段提

供支持，在本文第 5 节将详细叙述。6.3 节的算例

分析将进一步验证拼接算法较原本独立求解各个

独立的潮流问题具有更高的计算效率。 

3.3  算法流程 
本文所提出的 N−1 潮流问题的拼接求解算法

结合 3.2 中的加速手段，基于 CUDA 采用 GPU-CPU

异构运算架构，分为 CPU 处理部分和 GPU 处理部

分，CPU 处理迭代初值的设定、节点导纳矩阵的形

成、校验集合的形成、迭代值的修正、收敛性判断

等步骤，GPU 处理雅可比矩阵的拼接生成等步骤，

修正方程组的求解根据其规模选择 CPU 求解或

GPU 求解，以达到快速求解的目的。主要流程如下： 

1）CPU：输入系统数据；设定牛顿—拉夫逊

法计算精度、最大迭代次数。 

2）CPU：形成原始潮流问题的导纳矩阵和第

一次迭代时的雅可比矩阵，记录雅可比矩阵中的非

零元位置。 
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3）CPU：对系统中各支路进行连通性检验，

形成校验集合 S，集合元素个数为 n。 

4）CPU：设置牛顿–拉夫逊法迭代变量的初值，

设置迭代次数 i=0。 

5）GPU：根据 2）、3）步骤的结果，结合 3.2

节中所提到的方法，根据牛顿–拉夫逊法生成当前

迭代步骤下的拼接后的雅可比矩阵、节点功率注入

向量，进而得到修正方程组。令  

 1 2diag( , , )i i ni=J J J J  (11) 

 T
1 2[ ]i i ni=X Y Y Y  (12) 

 T
1 1 2 2[        ]i i i i ni ni= Δ Δ Δ Δ Δ Δb P Q P Q P Q  (13) 

6）CPU 或 GPU：根据线性方程组规模，利用

合适的方式求解。 

 =JX b  (14) 

7）CPU：根据 6）步骤得到的 X 进行牛顿—拉

夫逊法的收敛性判断，如满足精度要求，则退出潮

流算法，认为算法收敛；否则，对于逐个独立的潮

流问题分别进行迭代变量的修正。 

8）CPU：令迭代次数 i=i+1，若已达到预设的

最大迭代次数，则退出潮流算法，认为算法不收敛；

否则，转至步骤 5）。 

4  雅可比矩阵的并行拼接生成 

如第 3 节所述，整个系统的 N−1 潮流计算只需

要进行一次牛顿—拉夫逊法，每一次迭代的过程

中，都需要拼接生成雅可比矩阵。雅可比矩阵的生

成在潮流计算中是除线性方程组求解外最耗时的

步骤，故考虑利用 GPU 并行加速雅可比矩阵的拼

接生成。 

4.1  可并行性分析 

4.1.1  雅可比矩阵的自然并行性 

在潮流计算中，极坐标和直角坐标是表示潮流

方程的两种基本形式。以极坐标为例，雅可比矩阵

可以表示为： 

 
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

H N
J

F L
 (15) 

其中，雅可比矩阵非对角元素的表达式为： 
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 (16) 

对角元素的计算表达式为： 
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 (17) 

式中：Pi 表示节点 i 的有功注入量；Qi 表示节点 i

的无功注入量；Ui 和 Uj 表示节点 i 和 j 的电压幅值；

δij 表示节点 i 和 j 的相角差；Gij、Bij 表示节点 i 和 j

的互电导、互电纳；Gii、Bii 表示节点 i 的自电导、

自电纳。 

由式(16)、(17)可见，雅可比矩阵中的每个元素

都只与导纳矩阵、节点间相角差、节点电压、节点

功率注入等参量有关系，任意两个元素之间相互独

立，不存在依赖关系，因此雅可比矩阵的生成是自

然可并行的。 

当节点电压以直流坐标形式表示时，与极坐标

形式类似，通过列写雅可比矩阵元素的表达式不难

看出，雅可比矩阵的任意两个元素的计算相互独

立，不存在依赖关系，故雅可比矩阵的生成同样具

有自然可并行性。但是，相比直角坐标形式，极坐

标形式表示的潮流计算可以简化误差向量，计算过

程中形成的雅可比矩阵阶数更小，拼接处理后的雅

可比矩阵阶数相应更小，有利于优化计算效率，故

本文算法选用极坐标作为节点电压的表示形式。 

4.1.2  不同潮流问题对应雅可比矩阵的可并行性 

经连通性检验后形成的校验集合中的任意一

条支路(连接节点 i 和 j)开断时，导纳矩阵节点 i 和

j 的互电导、互电纳变为 0，节点 i 和 j 各自的自电

导、自电纳发生改变，其余矩阵元素值不变。相应

地，在雅可比矩阵中，仅有下标为 ij、ji、ii、jj 的

元素值发生改变，而整个雅可比矩阵的结构未发生

变化，与没有支路开断的原潮流问题的雅可比矩阵

结构完全一致。因此不同潮流问题对应的雅可比矩

阵之间也可以并行生成。 
4.2  并行拼接生成方法 

4.2.1  稀疏技术与雅可比矩阵的存储 

考虑到雅可比矩阵一般为稀疏矩阵，拼接后的

雅可比矩阵则更加稀疏，为了节省存储空间，可以

采用稀疏存储技术存储雅可比矩阵。以 IEEE 标准

算例 CASE4 为例，原始潮流问题的雅可比矩阵结

构如图 2 左侧所示，若以压缩稀疏行(compressed 

sparse row，CSR)格式[26]存储，则如图 2 右侧所示。 

4.2.2  并行生成方法 

结合 4.1 节的分析，对拼接后的雅可比矩阵的
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行偏移数组与列号、数值数组分别并行生成。 

1）行偏移数组的并行生成。 

每个线程块计算多个独立潮流问题在拼接后

雅可比矩阵的行偏移数组值，每个线程块中连续编

号的线程计算不同独立潮流问题同一个位置元素

的行偏移值，具体如图 3 所示。设置启用的线块数

量等于原始潮流问题雅可比矩阵的阶数，每个线程

块启用的线程数量等于校验集合中的元素个数。 

2）列号数组和数值数组的并行生成。 

每个线程块计算多个独立潮流问题在拼接后

雅可比矩阵的列号数组和数值数组，每个线程块中

连续编号的线程计算不同独立潮流问题同一个位

置元素的数值，具体如图 4 所示。设置启用的线程

块数量等于原始潮流问题雅可比矩阵的非零元个

数，每个线程块启用的线程数量等于校验集合中的

元素个数。在计算过程中，利用开断情形下的雅可

比矩阵与原潮流问题的雅可比矩阵具有完全相同

的结构这一结论，同时利用原潮流问题雅可比矩阵

生成时记录下的非零元位置，可以方便地对开断情

形下的列号数组进行推算。数值数组则根据开断支

路对导纳矩阵中的相关值进行修正，再利用雅可比

矩阵的计算公式可得。 

行偏移

列号

v0 v1 v2 v3

v4 v5 v6 v7 v8

v9 v10 v11

v12 v13 v14 v15

v16 v17 v18 v19 v20

0 4 9 12 16 21 25 30 33 37 42 46 51 54 58 64

0 1 2 3 4

数值

0 1 3 … 3 4 5 6 … 8 9 10 11 … 13 14

v0' v1' v2' … v19' v20' v0'' v1'' … v19'' v20'' v0''' v1''' … v19''' v20'''

校验集合中的第一条支路开断 第二条支路开断 第三条支路开断

原始雅可比矩阵  

图 2  雅可比矩阵的拼接生成与稀疏矩阵格式存储 

Fig. 2  Concatenation and sparse matrix format storage of Jacobi matrix 
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图 3  雅可比矩阵行偏移数组的并行生成 

Fig. 3  Parallel generation of row offset array of Jacobi matrix 
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图 4  雅可比矩阵列号数组和数值数组的并行生成 

Fig. 4  Parallel generation of column index array and value array of Jacobi matrix 
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5  线性方程组的加速求解 

5.1  线性方程组求解方法的确定 
拼接后的潮流问题的线性方程组规模大于原

来各个独立的潮流问题。根据拼接后线性方程组的

规模，应选用合适的求解方法。线性方程组的求解

一般包括直接法和迭代法。 

文献[19]根据 Krylov 子空间思想提出一种基于

迭代法求解线性方程组的潮流算法，该算法利用不

完全 LU 分解作为预处理，采用 GPU-CPU 异构运

算架构实现快速求解。这一算法收敛性能稳定、收

敛速度快、算法效率高，在系统规模较大时，与传

统基于 LU 分解的潮流算法相比具有明显优势。 

基于此，本文的算法中根据矩阵规模大小分别

利用不同的求解方法进行求解。对于矩阵规模较小

的情形，利用基于 SuperLU 求解库的直接法[27]进行

求解；对于矩阵规模较大的情况，利用文献[19]中

所提出的迭代法进行求解。直接法和迭代法的分界

点则需要由算例进一步确定。 

5.2  可并行性分析 
矩阵规模较大时，除使用预处理技术和迭代法

外，还可以结合迭代法特点利用 GPU 进行并行化

处理，进一步提高计算效率。基于不完全 LU 分解

预处理方法和 Krylov 子空间理论的 BICGSTAB 迭

代法中，主要计算形式为矩阵—向量乘法、内积运

算等，均具有自然并行性，可以基于 GPU 实现 JX=b
的求解，CPU 向 GPU 移植 J、b 矩阵数据，GPU

向 CPU 移植计算得到的 X 矩阵。 

6  算例分析 

本文中设计的算法在单 GPU 和多 GPU 架构下

均能够得到实现。在本文的算例分析部分，以单

CPU、单 GPU 架构为例验证算法的有效性。若要

将本文算法在多 GPU 架构下进行实现，需要额外

进行数据划分和数据同步工作，即将数据均衡划分

到不同 GPU 上进行并行处理，并在合理的时间在

CPU 上进行数据同步，达到进一步加速的目的。 

为了分析算法的有效性和优越性，利用 IEEE

标准算例 CASE4 至 CASE300 及 PSS\E 软件自带算

例 BENCH(1648 节点)进行测试。编译程序所使用

的编译器为 Microsoft Visual Studio 2013 Update 3

与 NVIDIA Nsight Visual Studio Edition，运行在

64bit 的 windows10 操作系统上。测试使用的 CPU

型号为 Intel Core i7-7700K，运行主频 4.20GHz；内

存为 32GB；GPU 为 NVIDIA GeForce GTX1080，

支持 CUDA8.0 标准。牛顿—拉夫逊法设定最大迭

代次数为 10 次，精度为 0.01。线性方程组求解的

迭代法精度要求取 1e-6。 

6.1  雅可比矩阵并行生成的加速效果分析 
为了验证本文提出的雅可比矩阵并行拼接生

成方法的效率，与各独立潮流问题的雅可比矩阵依

次串行生成作对比，利用 CASE4 至 CASE300 测试

两种方法的计算用时。表 1 中的数据由两种方法分

别进行 10 次取计算用时的平均值得到。 

表 1  雅可比矩阵并行生成的加速效果分析 

Tab. 1  Acceleration effect analysis of 
parallel generation of Jacobi matrix 

算例 
故障集

支路数

串行生成 

用时/ms 

并行生成 

用时/ms 
加速比 

CASE4 3 1 <1 — 

CASE39 35 2 <1 — 

CASE57 79 3 <1 — 

CASE118 177 7 1 7 

CASE300 320 40 1 40 

BENCH 762 531 13 41 

由表 1 可知，本文提出的并行生成方法具有显

著的加速效果，特别是系统规模较大时，如

CASE300、BENCH，加速比达到 40 倍左右。在 N−1

安全校验中，需要多次生成雅可比矩阵，并行生成

的加速效果能够产生累积效应，有效提高算法的整

体效率。 

6.2  线性方程组求解方法的确定及计算用时对比 
拼接后线性方程组求解根据其规模选用基于

SuperLU 求解库的直接法或基于不完全 LU 分解预

处理方法、Krylov 子空间理论，并利用 GPU 并行

化处理的 BICGSTAB 迭代法。直接法和迭代法的分

界点结合算例进行确定。图 5 的数据由直接法和迭

代法分别对拼接后的潮流问题进行 10 次完整的牛 
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图 5  两种线性方程组求解方法计算用时对比 

Fig. 5  Comparison of time consuming of 
two methods for solving linear equations 
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顿—拉夫逊法求解并取计算用时的平均值得到。 

由图 5 可以看出，在拼接后雅可比矩阵阶数较

小(小于 35000 阶)时，使用直接法在运算速度上有

优势；当拼接后雅可比矩阵规模较大(大于 35000

阶)时，使用并行化迭代法计算速度更快。并且，拼

接后雅可比矩阵规模越大，并行化迭代法优势越明

显。因此，不妨取 35000 阶作为使用直接法或并行

化迭代法的分界点，可以使得本文算法以更有效率

的方式进行拼接后潮流问题的求解。 

6.3  算法总体计算效率分析 
本文所提的算法对各独立潮流问题进行拼接

处理，利用雅可比矩阵并行生成、直接法和迭代法

的组合使用提高计算效率。为了验证本文算法总体

计算效率，与传统的 N−1 潮流计算方法进行计算效

率的对比。传统的 N−1 潮流计算，即对校验集合中

的每一条支路分别开断的情形依次进行潮流计算，

传统的潮流计算方法又包括牛顿—拉夫逊法、PQ

分解法、直流潮流法。这里利用 MATPOWER 工具

箱分别使用上述三种潮流算法进行对比计算。

MATPOWER 工具箱运行稳定、计算速度快、准确

度高，是一款非常成熟的电力系统潮流计算工具。 

表 2将本文算法和基于MATPOWER牛顿—拉

夫逊法、PQ 分解法、直流潮流法的 N−1 潮流计算

方法进行计算用时、收敛性和精度的对比。其中，

精度对比主要针对直流法与牛顿—拉夫逊法进行

对比，包括节点电压幅值最大误差ΔU、节点电压幅

值最大相对误差δU、支路有功功率最大绝对误差

ΔP。收敛性对比主要针对 PQ 分解法，统计整个

N−1 校验过程中牛顿—拉夫逊法收敛但 PQ 分解法

不收敛的总次数。表 2 中的计算用时数据由相应方

法分别进行 10 次计算取平均值得到。 

由表 2 可以看出，本文算法相较于传统的基于 

表 2  本文算法与传统算法计算用时、收敛性及精度对比 

Tab. 2  Comparison of time consuming, convergence and accuracy of traditional methods and the algorithm in this paper 

本文算法 牛拉法 PQ 分解法 直流法 
算例 

用时/ms 用时/ms 用时/ms 不收敛次数 用时/ms ΔU/pu δU/% ΔP/MW 

CASE4 1 17 11 0 12 0.10 10.8 11.17 

CASE39 30 124 147 0 38 0.08 7.54 62.77 

CASE57 189 214 209 1 67 0.39 65.0 20.93 

CASE118 874 1122 633 0 187 0.10 10.6 90.07 

CASE300 2529 4211 2832 0 668 0.21 26.6 272.15 

BENCH 44633 140175 76964 1 15678 0.20 25.2 1010.10 
 
MATPOWER 工具箱中牛顿—拉夫逊法和 PQ 分解

法的方法能够实现有效加速，特别是在系统规模较

大时，如 BENCH，本文算法的加速效果更加明显，

比牛顿—拉夫逊法计算用时节省近 100s，比 PQ 分

解法计算用时节省 30 余秒。牛顿—拉夫逊法、PQ

分解法和本文算法可以认为在给定的精度要求下

不存在误差。但是，对于部分算例，PQ 分解法会

出现不收敛的现象。 

直流法由于对计算模型做了较大简化，故计算

用时较少，但是计算精度差，节点电压幅值最大相

对误差在 7%~65%，支路有功功率最大绝对误差在

系统规模较大时能达到 1000MW 左右，不能够满足

N−1 安全校验的精度要求。 

由此可见，综合考虑计算用时、收敛性和精度，

本文算法相对于传统的 3 类方法具有显著优势。 

6.4  内存占用测试 
考虑到拼接后的雅可比矩阵的稀疏性，本算法

中使用了 CSR 格式存储，且在选用迭代法求解时，

迭代计算过程中只需开辟若干一维空间，整体算法

内存占用率低。 

从表 3 可以看出，系统规模在 1648 节点以内，

算法的 RAM 存储占用峰值仅为 1.73GB，GPU 缓

存占用峰值仅为2.48GB，4G显存的GPU即可支持。 

表 3  算法内存占用 

Tab. 3  Memory footprint of the algorithm 

算例 
拼接后雅可

比矩阵阶数 

RAM 存储 

占用峰值/MB 

GPU 缓存 

占用峰值/MB

CASE4 15 354.1 1606.0 

CASE39 2345 354.3 1606.0 

CASE57 8374 367.7 1606.0 

CASE118 32037 390.0 1606.0 

CASE300 169600 590.3 1606.0 

BENCH(1648 节点) 2272284 1730.9 2478.0 

7  结论 

本文提出了一种基于 GPU-CPU 异构运算框架

和潮流问题的拼接求解算法的实时 N−1 交流潮流
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计算方法，所提方法具有以下特点： 

1）算法在保证实时性要求的基础上，采用交

流潮流法进行 N−1 潮流计算，较常用的直流法、灵

敏度分析法能取得更高的精度，使得校验分析更具

有精确性。 

2）算法采用的拼接方法将各独立潮流问题组

合求解，求解过程及结果与组合前完全等价，将原

本需要多次进行的牛顿—拉夫逊法运算减少为一

次，有效提高计算效率。 

3）算法采用的雅可比矩阵并行拼接生成方法

能够有效实现加速，提高总体算法的计算效率。算

法采用的直接法和迭代法组合使用的方式能够根

据矩阵规模，选择效率更高的计算方法。 

4）算法 RAM 存储占用和 GPU 缓存占用小，

普通 PC 机配备的 CPU 和 GPU 即可支持。 

算例测试表明，本文所提方法能够显著提高系

统 N−1 安全校验的速度和精度，能够满足电网实时

N−1 潮流计算的需求，具有工程应用的价值。 

在未来的研究过程中，本文所提的 GPU-CPU

异构运算框架可以尝试应用到电力系统计算的其

他领域中，包括连续开断潮流、最优潮流、状态估

计等。同时，在省地县一体化电网背景下，可以考

虑利用单 CPU、多 GPU 架构处理计算规模更加庞

大的问题，进一步提高计算效率。 
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A Real-time N−1 AC Power Flow Calculation Method Based on GPU-CPU 

Heterogeneous Computing Framework 
TANG Kunjie, DONG Shufeng, SONG Yonghua 

(Zhejiang University) 

KEY WORDS: N−1 power flow calculation; GPU-CPU heterogeneous computing framework; parallel processing; concatenation 

algorithm; iterative method 

With the expansion of scale of power system, the 

static security problem is becoming more and more 

severe. Contingency simulation, especially N−1 security 

is an important means for stability analysis. Since N−1 

security is used for real-time security analysis and 

decision-making support, N−1 power flow calculation 

has a high demand for computing accuracy and speed, 

especially in large-scale system.  

In order to satisfy the increasing real-time and 

accuracy requirements of N−1 security verification, a 

real-time N−1 AC power flow calculation algorithm 

based on GPU-CPU heterogeneous computing 

framework is proposed.  

In the algorithm, a method for solving  the N−1 

power flow problem is designed, which concatenates 

several independent power flow problems into one. In 

specific, the node power injection correction vectors and 

Jacobi matrices can be concatenated respectively. Such 

concatenated equations need to be solved. 
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According to the linear algebra theory, these 

equations share the same solution with the independent  

power flow problems. The concatenated power flow 

problem needs N-R method solving for only once. 

Considering that the concatenated Jacobi matrix is a 

sparse matrix, the sparsity storage technology is used to 

store the Jacobi matrix to save storage space. In addition, 

the concatenated Jacobi matrix is formed by parallel 

processing. 

When the scale of the concatenated problem is large, 

matrix preprocessing technique, iterative method and 

parallel processing are used to accelerate equations 

solving. In this paper, an iterative method based on Krylov 

subspace theory and incomplete LU decomposition 

preprocessing is used to solve large-scale equations. 

The overall algorithm is divided into the CPU 

processing part and the GPU processing part. CPU 

processes iterative initial value set, node admittance 

matrix formation, check set formation, iterative value 

correction and convergence judgement while GPU 

processes generation of concatenated Jacobi matrix. 

Correction equations solution is processed by CPU or 

GPU depended on the scale of equations, in order to 

achieve fast solution. 

The case analysis shows that, the proposed 

algorithm has high efficiency, high accuracy and small 

storage space. It has advantages compared with 

traditional N−1 power flow algorithms, which can meet 

the real-time requirement of N-1 power flow calculation 

and have engineering application values. 

Tab. 1  Comparison of time consuming and accuracy of traditional methods and the algorithm proposed in this paper 

Algorithm in this paper Newton-Raphson method PQ decomposition method DC method 
CASE 

Time/ms Time/ms Time/ms ΔU/pu δU/% ΔP/MW Time/ms ΔU/pu δU/% ΔP/MW

CASE4 1 17 11 0 0 0 12 0.10 10.8 11.17 

CASE39 30 124 147 0 0 0 38 0.08 7.54 62.77 

CASE57 189 214 209 0 0 0 67 0.39 65.0 20.93 

CASE118 874 1122 633 0 0 0 187 0.10 10.6 90.07 

CASE300 2529 4211 2832 0 0 0 668 0.21 26.6 272.15

BENCH 44633 140175 76964 0.005 0.52 32.68 15678 0.20 25.2 1010.10 


